ANALISIS REAL |
BAB |
BILANGAN REAL

Pada bab ini dibahas sifat-sifat penting dari sistem bilangan real R , seperti sifat-sifat aljabar,
urutan, dan ketaksamaan. Selanjutnya, akan diberikan beberapa pengertian seperti bilangan
rasional, harga mutlak, himpunan terbuka, dan pengertian lainnya yang berkaitan dengan
bilangan real.
1.1 Sifat-sifat Aljabar dan Urutan dalam R
Sebelum menjelaskan tentang sifat-sifat R , diberikan terlebih dahulu tentang struktur aljabar
dari sistem bilangan real. Akan diberikan penjelasan singkat mengenai sifat-sifat dasar dari
penjumlahan dan perkalian, sifat-sifat aljabar lain yang dapat diturunkan dalam beberapa
aksioma dan teorema. Dalam terminologi aljabar abstrak, sistem bilangan real membentuk
lapangan (field) terhadap operasi biner penjumlahan dan perkalian biasa.
Sifat-sifat Aljabar R
Pada himpunan semua bilangan real R terdapat dua operasi biner, dinotasikan dengan ” + " dan
"." yang disebut dengan penjumlahan (addition) dan perkalian (multiplication). Operasi biner
tersebut memenuhi sifat-sifat berikut:
(Al) a+b=b+auntuksemuaa,b € R (sifat komutatif penjumlahan)
(A2) (a+b)+c=a+(b+c)untuk semua a, b, c € R (sifat asosiatif penjumlahan)
(A3) Terdapat 0 € R sedemikian hingga O+ a=a dan a+0=a untuk semua a € R

(eksistensi elemen nol)
(A4) Untuk setiap a € R terdapat —a € R sedemikian hingga a + (—a) = 0 dan (—a) + a =

0 (eksistensi elemen negatif atau invers penjumlahan)
(M1) a.b = b.a untuk semua (sifat komutatif perkalian)
(M2) (a.b).c = a.(b.c)ntuk semua a, b, ¢ € R (sifat asosiatif perkalian)

(M3) terdapat 1 € R sedemikian hingga 1.a = adan a.l = a untuk semua a € R (eksistensi

elemen unit 1)
(M4) untuk setiap a € R, a # 0 terdapat i € R sedemikian hingga a . (%) =1dan (%) a=

1 (eksistensi invers perkalian)
(D) a.(b+c)=(a.b)+ (a.c)dan (b+c).a=(b.a)+ (c.a) untuk semua a,b,c €

R (sifat distributif perkalian atas penjumlahan)
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Sifat-sifat di atas telah umum diketahui. Sifat (Al)-(A4) menjelaskan sifat penjumlahan, sifat
(M1)-(M4) menjelaskan sifat perkalian, dan sifat terakhir menggabungkan kedua
operasi.

Selanjutnya, diberikan beberapa teorema tentang elemen 0 dan 1 yang telah diberikan pada sifat

(A3) dan (M3) di atas. Juga akan ditunjukkan bahwa perkalian dengan 0 akan selalu

menghasilkan 0.

Teorema 1.1.1.

(@) Jikaz,a € R denganz+ a = a,maka z = 0.
(b) Jikaudan b # 0elemen R denganu.b = b,makau = 1.
(¢) JIkaa € Rymakaa.0=0
Bukti.
(a) Menggunakan aksioma (A3), (A4), (A2), asumsi z + a = a, dan (A4), diperolehz =z +0
=z+(a+(-a)
=(z+a)+ (-a)
=a+(-a)
=0
(b) Menggunakan aksioma (M3), (M4), (M2), asumsi u . b = b, dan (M4), diperoleh

u=u.l

(c) Karenaa+a.0=a.l+a0=a.(1+0)=al=a makaa.0=0
Dengan demikian, maka teorema terbukti.

Teorema 1.1.2. Jikaa € R,maka
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@ (-1).a= —a
(b)-(-a) = a
© 1).(-)=1
Selanjutnya diberikan dua sifat penting dari operasi perkalian, yaitu sifat ketunggalan elemen

inversnya dan bahwa perkalian dua bilangan itu hasilnya nol apabila salah satu faktornya adalah
nol.

Teorema 1.1.3.

(@) Jikaa+b =0, makab = —a

(b) Jikaa #0danb € R sedemikian hinggaa.b =1 makab = %

(c) Jikaa.b =0, makaa=0ataub =0
Bukti.
(a) Karenaa + b =0, maka

a+b o(=a)+ (a+b)=(-a)+0

& ((ma)+a)+b=-a (A2 dan A3)
©0+b=—a (Ad)
& b=-a (A3)

(b) Karena a.b = 1, maka

a.b=1=>(§)(a.b)=l.1

a

1 1
@(E.a)(b)—g
<:>1.b=§
<:>b=%

(c) Diketahui a.b = 0, maka

a.b20®(§)(a.b)=l.0

@(i.a)(b)=O
@(i.a)(b)20
<1.b=0
b=0
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Dengan cara yang sama, kedua ruas dikalikan dengan %, maka diperoleh a = 0.

Dengan demikian teorema terbukti.

Teorema tersebut diatas menjelaskan beberapa sifat aljabar sederhana dari system bilangan real.
beberapa akibat dari teorema tersebut diberikan sebagai bahan latihan soal di bagian akhir
subbab ini.

Operasi pengurangan (substraction) didefinisikan dengan a — b = a + (—b) untuk a,b € R.
Sama halnya dengan operasi pembagian (division), untuk a,b € R dengan b # O didefinisikan
=)

Untuk selanjutnya, a. b cukup dituliskan dengan ab, dan penulisan a? untuk aa, a® untuk (a?)a,

dan secara umum didefinisikan a™*! = (a™)a untuk n € N. Lebih lanjut , a’ = a, dan jika
n
a # 0, maka dapat ditulis a® = 1 dan a™?! untuk i dan jika n € N, dapat ditulis a=™ untuk (i) :

Bilangan Rasional dan Irrasional
Telah diketahui bahwa himpunan N dan Z adalah subset dari R. Elemen R yang dapat dituliskan

dalam bentuk g dimana a,b € Z dan a # O disebut dengan bilangan rasional (rasional

numbers). Himpunan semua bilangan rasional di R dinotasikan dengan Q. Dapat ditunjukkan
bahwa penjumlahan dan perkalian dua bilangan rasional adalah bilangan rasional. Lebih lanjut,
sifat-sifat lapangan juga berlaku untuk Q.

Akan tetapi, tidak semua elemen R merupakan elemen Q. Seperti v/2 yang tidak dapat

dinyatakan kedalam bentukg. Elemen R yang bukan elemen Q disebut bilangan Irrasional

(irrasional numbers).

Akan ditunjukkan bahwa tidak terdapat bilangan rasional yang kuadratnya adalah 2. Untuk
membuktikannya digunakan istilah genap dan ganjil. Suatu bilangan asli disebut genap apabila
bilangan itu mempunyai bentuk 2n untuk suatu n € N, dan disebut ganjil apabila bilangan itu
mempunyai bentuk 2n — 1 untuk suatun € N.

Teorema 1.1.4. tidak ada elemen r € Q sedemikian hingga r? = 2.

Bukti. Andaikan ada r € Q sedemikian hingga r* = 2. Karena r € Q, maka r dapat

dituliskan sebagai Bdengan p dan g tidak mempunyai faktor berserikat selain 1, sehingga
q

2
diperoleh (Bj = 2atau p? = 29°. Karena 2q° genap, maka p? genap. Akibatnya p juga genap,
q

sebab jika ganjil, maka p = 2m - 1 untuk suatu m € N, atau

2=(2m-1/ =4m? —4m+1=2(2m? — 2m)+1 yang berarti bahwa p® ganjil. Jadi, p haruslah
p
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genap. Karena p genap, maka p= 2k untuk suatu k € N, sehingga p? =(2k)’ = 4k?. Di lain

pihak diketahui p? = 2 dan p genap, akibatnya q ganjil sebab jika q genap, maka faktor
berserikat p dan g bukan 1. Jadi, q haruslah ganjil. Sehingga diperoleh
p® =2q° < 4k* =2q° < 2k* =q° yang berarti q genap. Menghasilkan kontradiksi bahwa q
ganjil. Jadi, pengandaian salah, yang benar adalah tidak ada r € Q sedemikian hingga
r’=2.
Sifat-sifat Urutan pada R
Sifat urutan menjelaskan tentang kepositifan (positivity) dan ketaksamaan (inequalities) di tak
kosong antara bilangan-bilangan real.
Ada subset PR, yang disebut dengan himpunan bilangan-bilangan real positif tegas,
yang memenuhi sifat-sifat berikut:
i. Jikaa,b€EP,makaa+b€P
ii. Jikaa,b€ P, makaab € P
iii. Jika a € P, maka memenuhi tepat satu kondisi berikut:
aCP, a=0, -a€P
Sifat pertama dan kedua pada teorema di atas menjelaskan P tentang sifat tertutup
terhadap operasi penjumlahan dan perkalian. Sifat yang ketiga R ke dalam tiga jenis elemen
yang berbeda. Hal ini menjelaskan bahwa himpunan {-a: a € P} dari bilangan real negative tidak
mempunyai elemen yang sama dengan himpunan bilangan real positif. Lebih lanjut, R
merupakan gabungan tiga himpunan saling asing tersebut, yaitu
R=Pu {-a:a€P} U {0}
Definisi 1.1.5.
I. Jikaa € P, ditulis a > 0, artinya a adalah bilangan real positif
ii. Jikaa € P U{0}, ditulisa> 0, artinya a adalah bilangan real nonnegative.
iii. Jika—a € P, ditulis a <0, artinya a adalah bilangan real negative.
iv. Jika—a € P U{0}, ditulisa <0, artinya a adalah bilangan real nonpositif.
Definisil.1.6. Diberikan a, b € R
a. Jikaa—b € P, maka ditulisa>bataub<a
b. Jikaa—b € P U{0}, makaditulisa>bataub<a
Sifat Trikotomi di atas berakibat bahwa untuk a, b € R memenuhi tepat satu kondisi berikut:
a>h, a=b a<h.
Selanjutnya, jika a <b dan b < a, maka a =b. jika a <b < ¢, maka artinya bahwa a <b dan b <c.
Teorema 1.1.7. Diberikan sebarang a, b, c € R

a. Jikaa>bdanb>c, makaa>c
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b. Jikaa>h, makaa+c>b+c
c. Jikaa>bdanc >0, makaca>ch
Jikaa>bdanc <0, makaca<cb

d. Jikaa> 0, maka 1> 0
a

Jika a < 0, maka 1<0
a

Bukti.
a. Diketahuia>bdanb>c¢, a, b, c € R. Karena a > b, maka a-b € P. Karena b > ¢, maka
b — ¢ € P. Menurut sifat urutan, maka a + b € P, sehingga diperoleh
(@a-b)+(b+c)<=a-b+b-c€P
< (a-c)+(-b+b)€EP
< (@-c)+0€P
& a-c€P
& a>c
b. Jikaa—b € P, maka (a+c)—(b-c)=a-b € P. Sehingga dipeoleh bahwaa +c>b +c.
c. Jikaa - bdanc € P, maka ca — cb = ¢ (a — b) € P. Akibatnya ca > cb untuk ¢ > 0.
Gunakan langkah yang sama untuk ¢ <0
d. Cobalah anda buktikan sendiri
Oleh karena itu, dapat dilihat bahwa bilangan asli juga merupakan bilangan real positif.
Sifat ini diperoleh dari sifat dasa urutan, berikut ini diberikan teoremanya.
Teorema 1.1.8
a. Jikkaa€R dana#0, maka a® > 0
b. 1>0
c. Jikan€ N, makan >0

Teorema 1.1.9. Jika a,b € R dan a <b, maka a < a+b <b

Bukti. Karenaa<b, makaa+a<a+b<« 2a<a+b, diperoleh a< (a;b) . karena a < b, maka

er<b.

a+b<b+bea+b<2b, diperoleh bahwa a <2

Dapat ditunjukkan bahwa tidak ada bilangan real positif yang terkecil, sebab jika diberikan a > 0,

dan karena %> 0, maka diperoleh

0<£a<a.
2
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Selanjutnya, untuk membuktikan bahwa suatu himpunan a > 0 adalah sama dengan nol, maka
harus ditunjukkan bahwa a selalu lebih kecil dari sebarang bilangan positi yang diberikan.

Teorema 1.1.10. Jika a sedemikian hingga 0 < a < € untuk setiap € >0, maka a =0.

Bukti. Andaikan a > 0, maka a > % >0. Diambil ¢, :%(so bilangan real positif tegas), maka a >

g0 > 0. Kontradiksi dengan pernyataan 0 < a < ¢ untuk setiap € > 0. Jadi, pengandaian salah, yang
benar adalah a = 0.
Perkalian antara dua bilangan positif hasilnya adalah positif. Akan tetapi, hasil perkalian yang
positif belum tentu setiap faktornya positif.
Teorema 1.1.11. Jika ab > 0, maka berlaku

i. a>0danb>0, atau

ii. a<0danb<0
Akibat 1.1.12. Jika ab < 0, maka berlaku

. a<O0danb>0, atau

ii. a>0danb<0
Ketaksamaan (Inequalities)
Selanjutnya, akan ditunjukkan bagaimana sifat urutan dapat digunakan untuk menyelesaikan
suatu ketaksamaan. Perhatikan contoh di bawah ini.
Contoh 1.1.13.

a. Tentukan himpunan A dari bilangan real x sedemikian hingga 2x + 3<6
Jawab. Diketahui x € A dan 2x + 3 < 6, maka

2x+3£6<:>2x£3<:>x£%

Jadi, AZ{XERZXS%}

b. Diberikan B = { x x € R: x* + x > 2}. Tentukan bentuk lain dari B
Jawab. Diketahui x € B dan x* + x > 2 atau X* + X — 2 > 0 atau (x — 1)(x + 2) > 0.
Sehingga diperoleh bahwa (i) x -1 >0dan x + 2 > 0, atau (iij) x—1<0dan x + 2 <0.
Untuk kasus (i) diperoleh bahwa x >1 dan x < - 2, yang berarti x < - 2. Jadi, himpunannya
adalah
B={xx€R:x>1} U{x€R: x<-2}
Teorema 1.1.14. Jikaa> 0 dan b > 0, maka

a. a<boal<b?oa<ib
b. a<beoa?<b?eJa<ib

Pengantar analisis real | You’ll never know till you have tried 7 (r1c110247) g



1.1.15. Ketaksamaan Bernoulli Jika x > -1, maka (1 + x)" > 1 + nx untuk semua n € N.

Bukti. Akan dibuktikan menggunakan induksi.
Untuk n =1, maka

1+ x)' 21+1-x =1+ x21+X (pernyataan benar)
Misalkan benar untuk n = k, yaitu (1+ x)* > 1+ kx. Akan dibuktikan benar untuk
n=Kk+1, yaitu:
L+ %) = 1+ x) @+ x)> 1+ kx)(1+ x)
=1+kx+Xx+kx*
=1+ (k +1)x +kx?
Karena kx? > 0, maka (1+ x)"* >1+ (k +1)x, yang berarti benar untuk n =k +1.
Jadi, terbukti bahwa (1+ x)" > 1+ nxuntuk semua n e N.

1.1.16.Ketaksamaan Cauchy

atau

BRI

Selanjutnya, jika tidak semuab, =0, maka(z a bi] (Z af](z bizj jikadan
i=1 i=1 1

hanya jikaterdapat s € R sedemikianhingga a, = sb,, a, =sh,,.....,a, =sb, .

Bukti. Didefenisi kan fungsi F : R — R sebagai berikut :
F(t)=(a, —tb, ) +(a, -th,)’ +....+(a, —th )*,teR
Jelas bahwa F (t)> 0, untuk setiap t R.Selanjutnya,
F(t)= (al2 —2ta,b, +t2b12)+(a22 —2ta,b, +t2b22)+....+(an2 —2ta b, +t2bn2)

= (al2 +a, .t anz)—Zt(alb1 +ayb, +... anbn)+t2(b12 +h,’? +....+bn2)
:(iaf]—Zt(zn:aibi]u{ibf]
i=1 i=1 i=1

IngatbahwapersamaanA + 2Bt + Ct? > 0 jika dan hanya jika(2B)? — 4AC < 0, yang berakibat
B? < AC.Sehingga diperoleh bahwa

n 2 n n
(2] =) (2e)
i=1 i=1 i=1
Dengandemikianterbukti .

SOAL LATIHAN SUBBAB 1.1
1. Jikaa,b € R ,tunjukan bahwa :
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a. —(a+b)=(-a)+ (-b).
b. (— a)(—b) =ab
c. -(%,)=="jikab =0,

2. S elesaikanpersamaanberikut.
(@. 2x+5=8.
(b). x% = 2x.

- ] 1 _ (1\[1
3. jikaa # 0 dan b # 0, tunjukkan bahwa @ (Z) (;)

4. Buktikanbahwatidakadabilanganrasionalt sedemikian hingga t? = 3.
L =
Ma)

6. Jika, b € R, tunjukan bahwa a? + b? = 0 jika hanya jikaa = b =0

5. Buktikanbahwajikaa > 0, maka a.

7.Buktikanbahwa[zl(aw)]2 < %(a2 + b?), untuk semua a, b € R.

8. Tunjukanbahwajikaa € Rdan,n € N, maka a™*" = a™a" dan (a™)™ = a™".
(Gunakaninduksimatematik).
1.2. NilaiMutlakdanGarisBilangan Real
Dari sifatTrikotomi,dapatditarikkesimpulanbahwajikaa € R dana # 0, maka a atau —a
merupakan bilangan real positif. Nilai mutlak dari a # O didefinisikan sebagai nilai
positif dari dua bilangan tersebut.
Definisi 1.2.1 Nilaimutlak (absolute value) darisuatubilanganreal a, dinotasikan dengan

la|, didefinisikansebagai

a jikaa>0.
laj=1 0 jikaa=0.
—ajikaa<0.

Sebagaicontohnya, [3|= 3 dan |-9]= 9. Dapatdilihatdaridefinisi di atasbahwa|a|20
untuksemuaa € R, dan bahwa |a| = Ojikadanhanyajikaa = 0. Juga bahwa |-a/=a

untuksemuaa € R. Berikutinidiberikanbeberapasifatnilaimutlak.
Teorema 1.2.2.

(a) [ab|=]|a[b|untuksemuaac R.
(b) |a|2 =a’untuksemuaa e R.
(c) Jikac > 0, makaa| < ¢ jikadanhanyajika—c <a<c.

(d) —|a] < a<|a|untuksemuaa e R.
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Bukti.
a) Jikaa=b=0, makaterbukti. Jikaa >0 danb >0, makaab >0, sehingga

|ab| = ab = [a]b|. Jikaa> Odan b <0, maka ab <0, sehingga
lab| = —ab =a(~b)=|a]b|.

b) (b)Karenaa® >0, makaa® =|a’|=|aal=|al|a|=|a]*.

c) (c) Jika |aj<c, makaa<cdan-a<c yang berarti-c<a<c. Sebaliknya, jika-c<a<c,
makadiperoleha<cdan-a<c. Jadi, |a|<c.

d) Gunakan langkah yang sama seperti pada (c) dengan mengambil c=|a|.

Berikut ini diberikan sebuah teorema yang disebut dengan Ketaksamaan Segitiga
(Triangle Inequality).

1.2.3. KetaksamaanSegitiga Jikaa, beR, maka |a+b|<|a|+|b|.

Bukti. Dari Teorema 1.2.2(d), diketahui -|a]<a<|a|] dan -|b|<b<|b|. Dengan
menjumlahkan kedua ketaksamaan diperoleh

-(|lal+[bl)<a+b<|a|+[b|.
Menggunakan Teorema 1.2.2(c) diperoleh bahwala+b|<|a|+|b|.
Akibat 1.2.4 Jika a,beR , maka

(@) |lal-Ibl|<|a-b].
(b) la-b|<al+]b].
Bukti.

(a) Tulisa = a-b+b dan masukkan ke dalam Ketaksamaan Segitiga. Sehingga |a|
= |(a-b)+b|<|a-b|+|b|. Kurangkan keduaruas dengan|b|, diperoleh |a|-|b|<|a-
b|. Gunakan cara yang sama untuk b=b-a+a, diperoleh-|a-b|<|a|-
|b]. Kombinasikan kedua ketaksamaan tersebut, diperoleh

-la-b|<|al-|b]<|a-b|.
Menggunakan Teorema 1.2.2(c) diperoleh bahwa]|al-|b||<|a-b|.
(b) Gantilah b pada Ketaksamaan Segitiga dengan —b, sehingga diperoleh

la—b| <[a] + |- b|. Karena|-b| = b, makadi peroleh bahwa|a —b| </a| + o].
Ketaksamaan segitiga di atas dapat diperluas sehingga berlaku untuk sebarang

bilangan real yang banyaknya berhingga.
Akibat 1.2.5. Jika a; , ay,....,a, adalah sebarang bilangan real, maka

|3, +a, +..+a,| <|ay|+[a,|+....+]a,]

Contoh 1.2.6.
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2 —
Diberikan fungsi f yang didefinisikan dengan f (x) = % untuk x € [2,3].

Tentukan konstanta Mse demikian hingga| f (x)| < M , untuk setiap x < [2,3].

_|2x2 —3x+1| _ ‘sz —3X+1‘

Diketahui|f(x)|_‘ 1 |” e

[2x* - 3x+1) <[2x?| +]-3x| +1
=2|x*|+3x +1
<2|(3)?|+33)]+1

=28

dan

[2x -1 2 2% - ]
> |22 -4

=3

2x% —3x +
u < 28 Jadi, dengan mengambil M = @1 didapat
|2x -1 3 3

| f(x)| <M, untuk setiap x € [2,3].

Sehingga | f (x)| =

Garis Bilangan Real (The Real line)
Interpetasi geometri yang dikenal di antaranya garis bilangan real (real line). Pada garis real, nilai
mutlak |a | dari suatu elemen a € ‘R adalah jarak a ke 0. Secara umum,jarak (distance) antara
elemen a dan b di Radalah | a —b|. Perhatikan gambar berikut.

32 -1 0 1 2 3

N N O

P
al

»
»

A

2-Wk3
Gambar 1.1. Jarak antara a =2dan b =1.
Definisi 1.2.6 Diberikan a€® dan & >0. Persekitaran - ¢ (& -neighborhood) dari a
didefinisikan sebagai himpunan.
V,(a) ={xeR;|x—alke}=(a—¢,a+¢).

V.(a)

A
v

A
v

a—¢
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a at+e

Gambar 1.2. Pesekitaran V_(a).

Dapat dilihat bahwa x €V_(a) jika dan hanya jika a—¢& < Xx<a+ ¢ . Persekitaran

juga sering disebut dengan kitaran.
Teorema 1.2.7. Diberikan a € R. Jika x berada dalam persekitaran V_(a) untuk setiap & >0,
maka x=a.
Bukti. Jika X memenuhi | X—a|< & untuk setiap & >0, maka berdasarkan Teorema 1.1.10
diperoleh bahwa | X —a |= 0, yang berakibat x = 0.
1.2 . SOAL LATIHAN SUBBAB
Jika a,b € R dan b#0, tunjukan bahwa :

a) |a|=Va?

b) 4 =12
Jika x,y,z € R dan x < z, tunjukan bahwa x <y <z jika dan hanya jika
Ix-yl+ly-z|=[x-2|
Jika a<x<b dan a<y<b, tunjukan bahwa |x-y|<b-a
Carilah semua nilai x€ R sedemikian hingga [x+1|+x-2| =7

Buatlah sketsa grafik persamaan y = |x|-|x-1]|

o g &~ w

Diberikan ¢ >0dané >0, dan ae R. Tunjukan bahwa wv.(a)n (a)vs dan
ve(a) U vg(a) merupakan persekitaran-y dari a untuk suatu nilai y.

Tunjukan bahwa jika a,o € R dan a#b, maka terdapat terdapat persekitaran-¢ U
dari a dan V dari b sedemikian hinggaUnV = @

Tunjukan bahwa jika a,b € R, maka
a) max{a,b}= %(a+b+|a—b|) dan min {a,b}= %(a+b-|a—b|)

b) min{a,b,c} = min{min{a,b},c}
1.3.Sifat lengakap R

Pada bagian ini akan diberikan salah satu sifat dari R yang sering disebut demgan
sifat lengkap (completeness property). Tetapi sebelumnya, perlu dijelaskan terlebih
dahulu konsep suprenum dan infimum.
Supremum dan infimum

Berikut ini diperkenalkan konsep tentang batas atas dan batas bawah dari suatu
himpunan bilangan real.

Definisi 1.3.1 diberikan subset tak kosong S < R
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(a) Himpunan S dikatakan terbatas ke atas (bounded above) jika terdapat suatu bilangan
u € R sedemikian hingga s <uuntuk semua s e S. Setiap bilangan u seperti ini disebut
dengan batas atas (upper bound) dari S.

(b) Himpunan S dikatakan terbatas ke bawah (bounded below)jika terdapat suatu bilangan
w e R sedemikian hingga w < s untuk semua s € S. Setiap bilangan w seperti ini disebut
dengan batas bawah (lower bound) dari S.

(c) Suatu himpunan dikatakan terbatas (bounded) jika terbatas ke atas dan terbatas ke
bawabh . Jika tidak, maka dikatakan tidak terbatas (unbounded).

Sebagai contoh, himpunan S :={x e R:x < 2} ini terbatas keatas, sebab bilangan 2 dan sebarang

bilangan lebih dari 2 merupakan batas atas dari S . Himpunan ini tidak mempunyai batas bawah, jadi

himpunan ini tidak terbaras kebawah. Jadi, S merupakan himpunan yang tidak terbatas.

Definisi 1.2.3 diberikan S subset tak kosong ‘R.

(a) Jika S terbatas ke atas, maka suatu bilangan u disebut supremum (batas atas terkecil)
dari S jika memenuhi kondisi berikut:

(1) u merupakan batas atas S, dan
(2) Jika vadalah sembarang batas atas S, maka u <v.
Ditulis u =sup S
(b) Jika S terbatas ke bawah, maka suatu bilangan u disebut infimum.(batas bawah terbesar)
dari S jika memenuhi kondisi berikut :
(1) w merupakan batas bawah S, dan
(2) Jika t adalah sebarang batas bawah S, maka t < w.
Ditulis w =inf S.
Mudah untuk dilihat bahwa jika diberikan suatu himpunan S subset dari R, maka hanya terdapat
satu supremum, atau supremumnya tunggal. Juga dapat ditunjukan bahwa jika u'adalah sebarang
batas atas dari suatu himpunan tak kosong
S, maka sup < u’, sebab sup s merupakan batas atas terkecil dari S. suatu subset tak kosong S
c R mempunyai empat kemungkinan,yaitu
I.  Mempunyai supremum dan infimum,
ii.  Hanya mempunyai supremum,
iii.  Hanya mempunyai infimum,
iv.  Tidak mempunyai infimum dan supremum
Setiap bilangan real a € ‘R merupakanbatas atas dan sekaligus juga merupakan batas
bawah himpunan kosong @. Jadi, himpunan @ tidak mempunyai supremum dan

infimum

Pengantar analisis real | You’ll never know till you have tried 13 (a1c110247) f@.



Lemma 1.3.3 Suatu bilangan u merupakan supremum dari subset g — 93 jika dan hanya jika u
memenuhi kondisi berikut:

1. x<uuntuk semuas € S,

2. jikav <u, maka terdapat s’ € S sedemikian hingga x <s’.
Lemma 1.3.4 Diberikan subset kosong S — R

a. u=supS jika dan hanya jika unuk setiap € > O terdapat s, € S sedemikian hingga
u—-e<s,.
b. w=infS jika an hanya jikauntuk setiap € > O terdapat s, € S sedemikian hingga
Uu-ge<s,.
Bukti
a) => Diketahui u =sup S dan diberikan ¢ > o.Karena u- ¢ < u,maka u-& bukan
merupakan batas atas S. Oleh karena itu, terdapat s, € S yang lebih besar dari
u- & sehinggau- € <s,.
<= Diketahui u- £ < s, Jika u merupakan batas atas S, dan jika memenuhi
v < u, maka diambil e = u — v. Maka jelas € > 0,dan diperoleh bahwa
u=sup S.
b) Coba buktikan sendiri.
Contoh 1.3.5

(a) Jika suatu himpunan tak kosong S, mempunyai elemen sebanyak berhingga, maka dapat
dilihat bahwa S, mempunyai elemen terbesar, namakan u, dan elemen terkecil, namakan
w. Maka u = sup S, danw = inf S, dan keduanya merupakan elemen S, .

(b) Himpunan S, :={x:0 < x <1} mempunyai batas atas 1. Akan dibuktikan bahwa 1
merupakan supremumnya. Jika v < 1, maka terdapat s € S, sedemikian hinggav < s'.
Oleh karena itu, v bukan merupakan batas atas S, dan karena v merupakan sebarang v <
1, maka dapat disimpulkan bahwa sup S, = 1. Dengan cara yang sama dapat ditunjukkan
bahwa inf S, =0.

Sifat Lengkap ‘R

Akan ditunjukkan bahwa subset tak kosong R yang terbatas ke atas pasti mempunyai batas atas
terkecil. Sifat seperti ini disebut Sifat Lengkap R. Sifat Lengkap juga sering disebut dengan
Aksioma Supremum R,

1.3.6. Sifat Lengkap ‘R Jika subset tak kosong S — R yang terbatas ke atas, maka

supremumnya ada, yaitu terdapat u € R sedemikian hingga u =supS .
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Akibat 1.3.7. Jika subset tak kosong S — R terbatas ke bawah, maka infimumnya ada, yaitu
terdapat w € R sedemikian hingga w =inf S..
Bukti Misalkan himpunan T terbatas ke bawah, T < R. Dibentuk himpunan S ={-t:teT},
maka S terbatas ke atas dan tidak kosong. Menurut Aksioma Supremum, sup S ada, namakan
u=supS,maka —u=infT.
SOAL LATIHAN SUBBAB 1.3
1. Diberikan S ={x € R: x > 0}. Apakah S mempunyai batas bawah dan batas atas ?

Apakah inf S dan sup S ada? Buktikan jawabanmu.
2. Diberikan T := {1 — (—1)"/n in € J\I}. carilah inf Tdansup T .

3. Diberikan S subset tak kosong R yang terbatas kebawah. Buktikan bahwa
infS = —sup {—s 1S € S}.

4. Tunjukan bahwa jika A dan B subset terbatas dari R, maka A U B merupakan himpunan
terbatas. Tunjukan bahwa sup (4 U B) = sup {sup 4, sup B}

5. Diberikan S € R dan misalkan s*:= sup S dalam S. jika u & S, tunjukan bahwa
sup (S U {u}) =sup {s*, u}.

6. Tunjukan bahwa himpunan berhingga S € R memuat supremumnya.

7. Jelaskan dan buktikan lemma 1.3.3.
1.4. Penggunaan Sifat Aksioma Supremum
Pada subbab ini dibahas beberapa akibat dari aksioma supremum.
Teorema 1.4.1. Diberikan subset tak kosong S € R yang terbatas ke atas dan sebarang
a € R. Diferensikan himpunan +S := {a + s:s € S}, maka berlaku

sup (a +S) = a+sup (S).

Bukti. Jika diberikan u :=sup S, maka x < u untuk semua x € S, sehinggaa +x < a +
u . Oleh karena itu, a + u merupakan batas atas dari himpunan a + S. Akibatnya sup
(a+5S) < a+u. Selanjutnya, misalkan v adalah sebarang batas atasa +S, maka
a+x < v untuk semua x € S. Akibatnya x <v —a untuk semua x € S, sehingga
v —a merupakan batas atas S. Oleh karena itu, u =sup S < v — a. Karena v adalah

sebarang batas atas a + S, maka dengan mengganti v dengan u = sup S, diperoleh a+u
<sup (a+$S). Di lain pihak diketahui sup (a+S) < a+u. Akibatnya terbukti bahwa sup
(a+S)= a+u= a+supS.
Teorema 1.4.2. Diberikan subset tak kosong S< R yang terbatas dan sebarang
bilangan real a > 0. Didefinisikan himpunan aS:={as:seS} , maka berlaku inf (aS)=

ainf(s).
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Bukti. Tulis u=infaS dan v=inf S. Akan dibuktikan bahwa u=av. Karena u=inf aS ,

maka u < as ,untuk setiap se S. Karena v=infS, maka v<s untuk setiap s e S. Akibatnya

av=asuntuk setiap seS. Berarti av merupakan batas bawah aS. Karena u batas bawah

terbesar aS, maka av <u. Karena u < as untuk setiap s € S, maka diperoleh Y < suntuk setiap
a

seS(sebab a > 0). Karena v=infS, maka Esvyang berakibat u <av. Di lain pihak
a

diketahui av < u . Akibatnya u < av . Jadi, terbukti bahwa inf (aS)= ainf(s).
Teorema 1.4.3. Jika A dan B subset tak kosong R dan memenuhi a <b untuk semua
ae A dan b e B, maka
sup A<infB.
Bukti. Diambil sebarang b € B, maka a <buntuk semua a € A. Artinya bahwa b merupakan
batas atas A, sehingga sup A <b. Selanjutnya, karena berlaku untuk semua b € B ,maka sup A
merupakan batas bawah B . Akibatnya diperoleh bahwa sup A <inf B .
Sifat Archimedes
Berikut ini diberikan salah satu sifat yang mengaitkan hubungan antara bilangan real dan
bilangan asli. Sifat ini menyatakan bahwa apabila diberikan sebarang bilangan real x,maka
selalu dapat ditemukan suatu bilangan asli n yang lebih besar dari x.
1.4.4. Sifat Archimedes. Jika X eR , maka terdapat n €N sedemikian hingga x € n.
Bukti. Ambil sebarang x eR. Andaikan tidak ada n €N sedemikian hingga X < n, maka
n < x, untuk setiap n eN. Dengan kata lain, X merupakan batas atas N . Jadi, N < R,
N=# @ , dan N terbatas ke atas. Menurut aksioma supremum,maka sup N ada, tulis

u=sup N. Karena u-1<u, maka terdapat me N dengan sifat u—1<m. Akibatnya
u<m+1dengan m+1eN . Timbul kontradiksi dengan u =sup N . Berarti u batas atas

N, yaitu ada m+1eN sehingga u<m+1 (bukan u bukan batas atas N). Jadi,

pengandaian salah, yang benar adalah ada n € N sedemikian hingga x <n.

Akibat 1.4.5. Jika S:= {l: ne N} ,maka infS = 0.
n

Bukti. Karena S # @ terbatas ke bawah oleh 0, maka S mempunyai infimum, tulis
w:=inf S.
Jelas bahwa w>0. Untuk sebarang &€ > 0 , menggunakan Sifat Archimedes, terdapat neN

sedemikian hingga% < n, akibatnya % < ¢. Oleh karena itu, diperoleh bahwa

O<w<li<e.
n
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Akan tetapi karena £ > 0 sebarang, maka berdasarkan Teorema 1.1.10 berakibat bahwa w = 0 .
Terbukti bahwa infS =0 .

Akibat 1.4.6. Jika t > 0, maka terdapat n; € N sedemikian hingga 0 < L <t.

N

Bukti. Karena inf {l: ne N}: 0 dan t >0 , maka t bukan batas bawah himpunan {l: ne N}.
n n

Akibatnya terdapat n, N sedemikian hingga 0 < ni <t.
¢

Akibat 1.4.7. Jika y > 0, maka terdapat n, € N sedemikian hinggan, —1 <y <mn,,.
Bukti. Sifat Archimedes menjamin bahwa subset E,, := {m € N:y <m} dari N tidak
kosong. Menggunakan Sifat Urutan, E,, mempunyai elemen yang paling kecil, yang
dinotasikan dengan n,. Oleh karena itu, n,, — 1 bukan elemen E,,. Akibatnya diperoleh
bahwan, —1 <y <mn,,.
Eksistensi Bilangan Real dan Densitas Bilangan Rasional di R
Salah satu penggunaan Sifat Supremum adalah dapat digunakan untuk memberikan
jaminan eksistensi bilangan-bilangan real. Berikut ini akan ditunjukkan bahwa ada
bilangan real positif x sedemikian hingga x? = 2.
Teorema 1.4.8. Ada bilangan real positif x sedemikian hingga x? = 2.
Bukti. Dibentuk himpunan S ={s € R: s > 0dan s? < 2}. Jelas bahwa S # @ sebab
0 e Sdan 1 € S. S terbatas ke atas dengan salah satu batas atasnya adalah 2. Jika t > 2,
maka t? > 4. Jadi, t = 2 ¢ S. Menggunakan Aksioma Supremum, S c R,S # @, dan S
terbatas ke atas, maka S mempunyai supremum. Namakan x =sup S, dengan x € R.
Akan dibuktikan bahwa x2? = 2. Andaikan x? # 2, maka x? < 2 atau x? > 2.

Kemungkinan I : Untuk x? < 2.
Karena x? < 2, maka 2 — x? > 0. Karena % < % maka

1)2 2, 2 1 5, 1
(x+—) =x*+-x+5<x*+-(2x+1).
n n n n

2—x2
2x+1

Karena 2 —x? > 0 dan 2x + 1 > 0, maka > 0. Menurut akibat Sifat Archimedes,

dapat ditemukan n € N sehingga

1 2— x2
n 2x+1
Akibatnya,
1
—(2x+1)<2— x?
n
dan
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1\? 1
<x+£) <x2+£(2x+1)<x2+2—x2=

2
Diperoleh bahwa (x + %) < 2, yang berarti bahwa +% € S . Kontradiksi dengan x =

sup S. Oleh karena itu tidak mungkin x? < 2,
Kemungkinan Il: x? > 2.

Karena x? > 2, maka x2 — 2 > 0. Perhatikan bahwa
2
(x—i) = x? —2—x+%>x2 =
m m m m
Karena x? — 2 > 0 dan 2x > 0, maka dipilih m € N sedemikian hingga

2x
x2-2

2
m > atau;x<x2—2.

Akibatnya

12 2
(x——) >x2——x>x2—(x2—2)=2.
m m

2
Diperoleh bahwa (x - %) > 2. Berarti x —% ¢ S, yaitu x —% batas atas. Kontradiksi

dengan x = sup S. Oleh karena itu tidak mungkin x2? > 2. Jadi pengandaiannya salah,
yang benar adalah x? = 2.

1.4.9. Teorema Densitas (The Density Theorem) Jika x,y € R dengan x <y, maka
ada  bilangan rasional g €@ sedemikian hingga x <qg<y.

Bukti.Dengantidakmengurangikeumuman(without loss of generality), di ambil x <y,

maka y > 0. Akibatnyay%x>0 , sehingga dapat dipilih ne N sedemikian hingga

1
n>—-
y-x

Untukn di atas, berlakuny-nx>1,yaitunx+1<ny. Karenanx>0, makadapat di pilihm €
Nsehingga

m-1<nx<m
Bilanganm di atasjugamemenuhim<ny, sebabdarim-1<nx, diperolehm<ux+17<ny. Jadi

nx<m<ny
Akibatnyauntuk qz%mempunyaisifatx<%:q<y.JaditerdapatbiIanganrasional
q="-dengansifat x<g<y

BerikutinidiberikanakibatTeoremaDensitas, yaitudiantaraduabilangan real
pastidapatditemukanbilanganirrasional

Akibat 1.4.10.jikax,y€ R dengan x<y, maka ada bilangan irrasional r sedemikianhingga

X<r <y
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Bukti.MenggunakanTeoremaDensitas, adabilangan real %dan%dengan bilangan rasional q
dengansifat%< q <%. Akibatnya , x<qv2<y dan g2 merupakanbialnganirrasional.

SOAL LATIHAN SUBBAB 1.4

1. Diberikan himpunan tak kosong X dan f : X —R mempunyai range terbatas di R. Jika
aeR, tunjukkan bahwa :
(@) sup{a+f(x) :xe X} =a+sup {f(x):xeX}.
(b) inf{a+f(x):xeX}=a+ inf{f(x):xeX}

2. Diberikan subset tak kosong A dan B dari R. Dibentuk himpunan A+B = {a + b : aeA dan
beB }. Buktikan bahwa sup ( A+B ) = sup A+sup B dan inf( A+B ) = inf A + inf B.

3. Jika diberiakan sebarang xe R, tunjukkan bahwa terdapat dengan tunggal ne Z sedemikian
hingga n-1<x<n.

4. Jika y> 0, tunjukkan bahwa terdapat ne N sedemikian hingga Zin<y.

5. Jika u> 0 adalah sebarang bilangan real dan x<y, tunjukkan bahwa terdapat bilangan
rasional r sedemikian hingga x<ru<y.
1.5. INTERVAL DALAM R

Jika diberikan a,be R dengan a<b, maka interval terbuka yang ditentukan oleh a dan b adalah
himpunan
(a,b) ={xeR : a<x<Db }.

Titik a dan b disebut titik ujung ( endpoints) interval. Titik ujung tidak termuat dalam
interval terbuka. Jika kedua titik ujung digabungkan ke dalam interval terbukanya, maka disebut
interval tertutup, yaitu himpunan

[a,b] = {xeR : a<x<b }.

Interval setengah terbuka atau setengan tertutup adalah interval yang memuat salah
satu titik ujungnya. Gabungan interval terbuka dengan titik ujung «, ditulis [a,b), dan gabungan
interval terbuka dengan titik ujung b, ditulis (a,5]. Masing-masing interval tersebut terbatas dan
mempunyai panjang( length) yang didefinisikan dengan b-a. Jika a=b, maka interval terbukanya
berkorespondensi dengan himpunan kosong

(a,a) =w,dan interval tertutupnyaberkorespodensidenganhimpunan singleton [a,a]= {a}.

Berikutinidiberikanlimajenis interval tidakterbatas.Simboloo(atau +oo)dan —oo
digunakansebagai symbol titikujungnya yang
takberhingga.Intervalterbukatakterbatasadalahhimpunandenganbentuk

(a,0):={xeR:x>ajdan(-mo,b):={xeR:x<b}.

Himpunanpertamatidakmempunyaibatasatasdan yang

keduatidakmempunyaibatasbawah.Himpunan (a, «)

seringjugadisebutdengansinarterbuka(open a ray).Diberikaninterval

tertutuptakterbatas,yaitu
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[a,0):= {xe R:a< x}dan(~oo,b]:= {x e R:x <b}.
Himpunan [a,oo)seringdisebutdengansinartertutup(close a ray).Himpunan R
dapatdituliskansebagai (— o0, 0):= R. Perhatikanbahwa oo dan —oo bukanelemen R.

1.5.1. TeoremaKarakteristik Interval Jika s adalah subset R yang memuat paling
sedikitduatitikdanmempunyaisifat :
jikax,y e Sdanx < y.makalx, y]c S.

maka S merupakansuatu interval.
Interval susut(Nasted Intervals)
Telahdiketahuibahwabarisanadalahfungsi  f:N f : N — A#w.Jika A adalahhimpunan interval-

interval,makaterbentukbarisan ~interval{I  } .Untukmempersingkatpenulisan,barisan{l } ,
cukupditulis |, .
Definisi  1.5.2.(Interval Sudut)Barisan| .n e N dikatakan interval susut (nested

intervals) Jika

Contoh 1.5.3.

(1) Diberikan I, = [O,ﬂ,n € N, Yaitu I, =[0,1], I, = [o,ﬂ, ls- [o,ﬂ,

Maka I12 .2 I3 ... (nested) dan ﬁ In={0}(mempunyai titik berserikat).
n=1

o 1 . .
(2) Diberikan I,= (0,—], n € N.Diperoleh bahwa I, D Iy+1, untuk setiapn € N.
n

Tetapi (1 1, =@. Jadi, interval susut belum tentu mempunyai titik berserikat.
n=1

Sebab, andaikan terdapat x € ﬁ In, maka x € I, untuk setiap n € N. Karena
n=1
x > 0, maka terdapat n € N sedemikian hingga l> X . Kontradiksi dengan
n
pengandaian. Jadi pengandaian salah, yang benar adalah ﬁ Ih=0.

n=1

(3) Diberikan I, [0,1+£}, maka I; = [0,2], I, = [0,1+ﬂ, I3= [0,1+ﬂ,
n

Diperoleh ﬁ In # @. (Ada tak hingga banyak & € [0,1]). Perhatikan
n=1
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bahwa inf {1 +1lne N}: 1
n
1.5.4. Sifat Interval Susut (Nested Interval Property) Jika I, =[a, bn]. n€ N

interval tertutup terbatas dan I, > In+1 untuk setiap n € N (interval susut), maka
nl In ¢ ®1

Yaitu terdapat £ € R sedemikian hingga & € I, untuk setiap n € N. Selanjutnya, jika
Panjang I,= b,, — a,, memenuhi inf {b,, — a,;:n € N} = 0, maka elemen berserikat &
tersebut tunggal.
Bukti.Dibentuk himpunand = {a,;;:n € N}. Jelas A # @ sebab a, € A, dan A c R.
Himpunan A terbatas ke atas, sebab I, 2 I,,,,untuk setiap n € N. Sehingga diperoleh
bahwa

a, < b,
Untuk setiap n € N, yang berarti b;batas atas A. Menggunakan Sifat Lengkap R, maka
supremum Aada, yaitu terdapaté € R sedemikian hingga ¢ sup A. Jelas bahwa

am <&
Untuk setiap m € N. Selanjutnya untuk sebarang m,n € N berlaku

An < Apem < bpym < b, atau a, < b,
Hal ini berakibat
sup{a,: € N} < bjatau ¢ < by,

Karenaa,, < ¢dané < b,,, maka diperoleh a,, < & < b,, untuk setiap m € N, berarti

¢ €1, = [a,, b, ], untuk setiap n € N. Sehingga
£e ﬂ I,
n=1

. jikan = inf{b,:n € N} , maka dengan cara yang sama (sebelumnya),

Yang berakibatN,-; I, # .

diperolehn € I,,, untuk setiap m € N . Sehingga diperoleh

ne ﬂln
n=1

Akan dibuktikanketunggalannya, yaitun = ¢ .Diambilsebarang€ > 0 . jikainf{b,, —

a,:n € N} =0, makaterdapatn, € N sehingga
O0<n—-¢&<hn,—ang<cecatau0<n—-<¢<e.

KarenaberlakusebarangE > O.makan — & =0 atau n = ¢ . jadi, terbuktibahwan = ¢ €

Ny=1 I, tunggal.

Himpunan Terhitung (Countable)
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Diberikan J,= {1,2,3,...,n}, ne N. Dua himpunan A dan B dikatakan ekuivalen, ditulis
A~B jika ada fungsi bijektif f : A=B. Contoh:

1. Misalkan A={1,2,3} dan B={a,b,c} , maka A~B.

2. Misalkan f : A»C dengan C = {w,x,y,z} , maka A= C.

Suatu himpunan dikatakan tak berhingga (infinite) jika himpunan tersebut ekuivalen
dengan salah satu himpunan bagian sejatinya. Jika tidak demikian, maka himpunan tersebut
dikatakan berhingga(finite), yaitu ekuivalen dengan J,,. Contoh:

1. Himpunan A ={1,2,3} berhingga.
2. N={1,2,3,..}, T={2,4,6,..} cN . fungsi

f: N-T

n-f(n)=2n

Jadi, N tak berhingga, T juga tak berhingga.

Suatu himpunan D dikatakan denumerable jika D~A& . suatu himpunan dikatakan
terhitung (countable) jika himpunan tersebut berhingga atau denumerable. Jika tidak, maka
dikatakan himpunan tak terhitung (uncountable atau no denumerable), yaitu himpunan yang
tidak ekuivalen dengan N. Jika himpunan A terhitung, maka A dapat disajikan sebagai A
={x1, %2, x3,...} dengan x; # x; untuk i # j .

Contoh:
1. Himpunan @ terhitung berhingga.
2. Himpunan N terhitung tak berhingga.
3. Himpunan A = {1,2,3} terhitung berhingga.

Dapat ditunjukkan bahwa Rmerupakan himpunan tak terhitung. Untuk
membuktikannya cukup hanya dengan membuktikan | = [0,1] tak terhitung. Berikut ini diberikan
teoremanya.

Ve (0) = (-¢, &) . jika dipilih € sangat kecil, maka 0 <%<£ . jadi, 0 merupakan titik cluster
B dengan O ¢B.
Teorema 1.5.5. himpunanl =[0,1] tak terhitung.
Bukti. Andaikanlterhitung , maka dapat ditulis dengan
[={x1, X2, X3, ..., xn,..}
Dikonstruksikan interval tertutup, terbatas, susut (nested), dan inf {bn — a, . eN} = 0.
Interval 1 =1[0,1] di bagi menjadi tiga sama panjang, yaitu
[0, 1/3], [ 1/3, 2/3], dan [2/3, 1]
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Titik x; €l termuat dalam paling banyak dua sub interval. Pilih sub interval yang tidak
memuat X;, namakan I, = [aj, by]. Jadi, x; €11, Selanjutnya, I, dibagi menjadi tiga sama
panjang, yaitu:

[a,a;,+1/9], [
Kemudian pilih sub interval yang tidak memuat, namakan. Jadi, Jika proses diteruskan,
diperoleh barisan interval tertutup, terbatas, I o I, Dl3>...o |, dengan inf {b,- a, :

n € ¥} = inf {1/3%}. Menggunakan sifat Nested Interval, maka terdapat dengan tunggal
(0 0] (0 0]

y € N I, berartiy € I,yaitu y = X, untuk suatu n € ¥. Akibatnya x,, € N [,yaitu
n=1 n=1

xn eI, Sedangkan dari konstruksi diperolehx,, € I, Timbul kontradiksi, yang benar
adalah I = [0,1] tak terhitung, sehingga R juga tak terhitung.
Teorema Bolzano-Weirrstrass
Sebelum dijelaskan tentang teorema Bolzano-Weirrstrass terlebih dahulu dijelaskan
mengenai titik cluster. Berikut diberikan definisinya.
Definisi 1.5.6 (Titik Cluster) Diberikan subset tak kosong S < R . Titik x € R disebut
titik cluster (cluster points) jika setiap persekitaran V.(x) = (x — &, x + &) memuat
paling sedikit satu titik anggota S yang tidak sama dengan x. Titik cluster sering disebut
dengan titik akumulasi atau titik limit.

Dengan kata lain, x titik cluster S jika untuk setiap € > 0 berlaku (V,(x) N S) —
{x} # @ atau (V.(x) —{x}nS # Q.

Ekuivalen dengan mengatakan bahwa x titik cluster S jika untuk setiap n € N,
terdapat S,, € S sedemikian hingga 0 < |S, — x| < %
Contoh 1.5.7

(1) Diberikan S = (0,2). Apakah 0 merupakan titik cluster?

Jawab. Diambil £ > 0, maka V,(0) = (0 — &,0 + €) = (—¢,¢). Menggunakan Teorema
Densitas, maka O merupakan titik cluster S dan O ¢ S. Demikian juga bahwa %
merupakan titik cluster S dan % € S.

(2) Diberikan A = [1,2] u {4}. Apakah 4 titik cluster?
Jawab. Persekitaran —¢ dari 4 adalah V,(4) = (4 — €,4 + ¢). Misla diambil £ = % maka
.(4) = (4 - %,4 +%) = (3%4%) sehingga diperoleh bahwa (3%4%) Nn[1,2] -
{4} = @. Jadi, 4 bukan titik cluster.

(3) Diberikan B = {:n e N} ={1,2,2.2 ) Tunjukkan bahwa 0 titik cluster B dengan

n 2 3 4

0¢B.
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Jawab. Menggunakan Sifat Archimedes, jika diberikan sebarang € > 0, maka terdapat

n € N sedemikian hingga 0 < % < e
. . 1
Persekitaran titik 0 adalahV, (0) = (-, 8)-Jikadipi|ih ¢ sangatkecil, maka0 < <€ Jadi

0 merupakantitik cluster Bdengan O¢B

1.5.8 Teorema Bolzano-Weierstrass Setiap subset R yang tidak berhingga( infinite)
danterbatas, mempunyai paling sedikitsatutitik cluster.

Bukti. Diberikan sebarang subset S R tidak berhingga dan terbatas. Karena S terbatas,

maka terdapat interval 1,=[a,b] denganpanjangL(l;)=b-a. Kemudian

: . . _ a+b a-+b )
bagilahl;menjadiduabagian, yaitu| a, > dan > ,b | Karena$ tak berhingga, maka

salah satu interval tersebut memuat tak hingga banyak titik anggota S, sebab apabila
keduanya memuat berhingga banyak anggota S, maka berarti himpunan S berhingga.

Namakan bagian yang memuat takhingga banyak titik anggota S dengan I,.Panjangnya
L (Ip)= b—Ta. Selanjutnyal,, dibagi menjadi dua bagian seperti langkah di atas, maka

salah satu bagian yang memuat takhingga banyak anggotaS. Namakan bagian tersebut
b-a

22

dengan Is.PanjangnyaZl (I3)=

. Apabila proses diteruskan, maka diperoleh barisan

interval susut(nested)

LolLol,o.ol o

MenurutSifat Interval Susut, makaﬂ |, #@, atau terdapat X € ﬂ I

n=1 n=1

Akan ditunjukkan bahwa x titikcluster S. Diambil sebarang £>0 , makaterdapatn € N

s ¢,,danpersekitarannyaVe(x) = (x —&,x + &) KarenaX € | |

sedemikian hingga =

dan/:(ln):% <&, makal, =V, (X). Karenal,, memuat tak hingga banyak titik

anggotas,makaV, (X) memuat takhingga banyak titik anggotaS yang tidak sama dengan
x.Jadi, x.merupakan titik cluster S.

Himpunan Terbuka dan Tertutup

Definisi 1.5.9.

Himpunan G € R dikatakan terbuka dalam R jika untuk setiap x € G, terdapat

persekitaran V. (x) sedemikian hingga V,(x) c G.
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ii. Himpunan F € R dikatakan tertutup dalam R jika komplemen F, yaitu F¢ terbuka
dalam R.
Contoh 1.5.10.

1) Himpunan R = (-0,0) terbuka, sebab untuk setiap x € R, terdapat V;(x) =
(x—1,x+1)cR.

2) Himpunan A = (0,1) terbuka, sebab jika diambil € = min {%%1} untuk setiap x € A4,
maka V,(x) = (x — g,x + &) C A.

3) Himpunan B =[1,2] tertutup, sebab jika diambil x =1, maka untuk setiap &>
0,V,(1)=(1—-g1+e)¢ B dan 1—¢¢ B. Dapat ditunjukkan juga bahwa B¢
terbuka, yaituB¢ = (—o0,1) U (2, ) terbuka.

1.5.11. Sifat Himpunan Terbuka
a) Jika A himpunan indeks (berhingga atau tak berhingga) dan G, terbuka untuk setiapA €
A, maka U ¢4 G, terbuka.
b) Jika G, ,G,, ..., G, masing-masing merupakan himpunan terbuka, maka N, G; terbuka.
Bukti.
a) Namakan G = U .4 G,. Diambil sebarang xe G, maka terdapat 1,¢ A sedemikian hingga
xe G,,. Karena G, terbuka, maka terdapat
V. (x) € G, < G.Jadi, terbukti bahwa untuk setiap x€ G, terdapat V, (x) c G,
Yang berarti G =U 5.4 Gterbuka.
(b) Namakan H =.N-; G; .Akan ditunjukkkan bahwa H terbuka. Diambil sebarang
xe H, maka xe G;,1=1,2,...,n.
Karena xe G;dan G;terbuka, maka terdapat &; .0 sehingga V; (X) € G; .
Karena Xe G, dan G, terbuka, maka terdapat &, .0 sehingga V, (X) € G, .
Demikian seterusnya.
Karena xe G, dan G, terbuka, maka terdapat &, 0 sehingga V; (X) € G, .
Namakan = min{e;&,,...,&,} , jelas bahwa £,0. MakaV; (x) c V,,(x) € G;.
untuk setiap i =1,2,...,n, yang berakibat bahwa V, (x) c H =.N}-, G;.Jadi
terbukti bahwa N, G; terbuka.
Berikut ini diberikan akibat dari sifat himpunan terbuka, yaitu sifat untuk
himpunan tertutup.
Akibat 1.5.12.
(a). Jika Ahimpunan indeks (berhingga atau tak berhingga) dan G, tertutup

untuk setiap A€ A, maka U ;.4 G, tertutup.
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Uit G; terutup.
SOAL LATIHAN SUBBAB 1.5

1. Jikal' :=[a,b]danI’ :=[a’,b"] interval tertutup dalamR , tunjukan bahwa
| < I'jika danhanya jika a’'<adanb <b’

2. JikaS c R tidak kosong, tunjukan bahwas terbatas jika dan hanya terdapat
interval tertutup terbatas Isedemikian hinggaS < |

3. JikaSc R tidak kosong dan terbatas, danl := [infS, supS], tunjukan bahwa S <
I;. selanjutnya, jikaJ adalah sebarang interval tertutup terbatas yang memuat S,

tunjukan bahwals < J.

4. DiberikanK  := untuk ne N. buktikan bahwa()k, =@.
n=1

5. Jika S himpunan terbatas di Rdan T < S tidak kosong, buktikan bahwa
INfS <infT <sup T< sup S.
6. Buktikan Akibat 1.5.1.2. .

BAB 2

BARISAN DAN DERET
Pada bab ini dibahas mengenai pengertian barisan dan deret. Selanjutnya, dibahas tentang
limit dan konvergensi dari suatu barisan, Di antaranya adalah Teorema Konvergen
Monoton, Teorema Bolzano-Weierstrass, dan Kriteria Cauchy untuk barisan yang
konvergen.
2.1. Barisan dan limit barisan
barisan (sequence) pada himpunan S adalah suatu fungsi dengan domain N dan
mempunyai range dalam S. Pada subbab ini akan dibahas mengenai barisan di R dan
konvergensi dari suatu barisan.
Definisi 2.1.1. Barisan bilangan real adalah suatu fungsi yang didefinisikan pada
himpunan N dengan range dalam R.

Dengan kata lain, barisan dalam R mengawankan setiap bilangan asli n =1,2,3,...
kepada suatu bilangan real, jika X : N->R merupakan barisan, maka biasanya dituliskan
dengan nilai dari X pada n dengan notasi x,Barisan sering dinotasikan dengan X atau
(x,) atau(x, : n € N) atau {x,,} atau {x,}(n = 1)apabila diketahui suatu barisan Y ,
artinya Y = (yy )

Contoh 2.1.2.
(a) Barisan (x,) dengan x,= (—1) ™ adalah barisan —1,1, -1,1,-1,1,...,(=1)",...
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(b) Barisan (x,,) dengan x,, = (ii ‘ne N) :21 ,

21, 2n

el o

1
4 1
(c) Barisan konstan (k,,) dengan k,= 3 adalah 3,3,3,3,....

1 2 3 n

(d) Barisan( ): 233 T

n
n+1 2 3 4

Definisi 2.1.3.Diberikanbarisanbilanganreal (x,)dan (y,), dan ae R . Maka dapat
didefinisikan

) G) £ O = ().

(i)  alx,) = (ax,).

(i) Cen) - ) = Cen = ).

i Gn) _ (X0
(iv) o (yn),asalkanyn #0

Definisi 2.1.4. (Limit Barisan) Diketahui(x,,) barisan bilangan real. Suatu bilangan real

x di katakana limitbarisan(x,) jika untuk setiap & > 0 terdapat K(s)e N sedemikian

hingga untuk setiap ne N dengan n = K (&) berlaku |x, — x| < ¢.

Jikax adalah limit suatu barisan (x,), maka di katakan (x,)konvergenkex,atau (x,,)
mempunyai limit x. Dalam hal ini ditulis 7Ili_)rgo(xn) = x atau lim(x,,) = xatau (x,) - x . Jika
(x,,) tidak konvergen, maka (x,,) dikatakan divergen.

Teorema 2.1.5.Jikabarisan(x,, )konvergen, maka(x,) mempunyai paling banyak satu

limit (limitnya tunggal).

Bukti.AndaikanyIli_)rgo (x,) = x’ dan ylll_)rgo (x,) = x"dengan x’ # x . Maka untuk seberang

€ > 0 terdapat K’ sedemikian hingga |x,, — x'| < 5/2 untuk setiap n = K', dan terdapat

K" sedemikan hingga |x, — x"| < €/, untuk setiap n > K". Dipilih K = max {K',K"}.

Menggunakan Ketaksamaan Segitiga, maka untuk n > K diperoleh

‘x' —x"

:‘x' — X, + X, —X"

| n
:‘x —ngxn—x

<%+82=8

Karena berlaku untuk setiap £>0 ,maka x' —x"=0 yang berarti Kontrakdiksi dengan

pengadaian.Jadi terbukti bahwa limitnya tunggal.

Teorema 2.1.6. Jika (x,) barisan bilangan real dan xe R ,maka empat pernyataan

berikut ekuivalen.

a). Barisan (x, ) konvergen ke x.
b). Untuk setiap &>0 terdapat KeN sedemikian hingga untuk setiap n>K berlaku

X, =X <e.
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). Untuk setiap ¢>0 terdapat KeN sedemikian hingga untuk setiap n>K berlaku
X—&<X, <X+E&.
d). Untuk setiap persekitaran V_(x)dari x, terdapat K eN sedemikian hingga untuk
setiap n>K berlaku x, €V, (x).
Bukti.
(@) = (b) Jelas (dari definisi).
(b) = (€) [x,—X|<e>—e<X, —X< £ X—£<X, <X+&.
(€) = (d) x—e<X, <X+e=X,e(X—¢g,X+&)=X, €V, (X).
(d) = (a) X,eV, () X—e<X, <X+& X, —X<&.
Contoh 2.1.7.
(a) Tunjukkan bahwa lim,,_,,, (3) = 0
Jawab.Akan ditunjukkanbahwa (x,) = (%) konvergen ke 0, Vvaitu %—> 0.

Harusdibuktikanbahwauntuksetiape> 0 terdapatK(e)

eNsedemikianhinggauntuksetiapneNdengann >K (&) berlaku|% - 0|<g.

Ambilsembarange> 0, maka§> 0.MenurutSifat Archimedes, makaterdapatKk (¢) € N

sedemikianhingga§<K (o), atauKL(g)<g. Akibatnyauntuksetiapn>K (&) berlaku|%—0| = |%|
=2l <¢ Jadi, terbuktibahwauntuksetiap&> 0 terdapatK(e)

n K (g
eNsedemikianhinggauntuksetiapn eNdengann>K{ ) berlaku|% — 0|<g, ataulimn_m% =0.
(b) Tunjukanbahwalim,,_, % =0

Jawab. Akan ditunjukkanbahwauntuksetiape> 0 terdapatk (¢) € N

o

sedemikianhinggauntuksetiapneNdengann>K(e)  berlaku %— 0|<g. Diambilsebarange>

makag /2> 0, akibatnya %/2> 0. Menurut Sifat Archimedes, terdapat K (¢) € N
&

1

K (&)2

sedemikianhingga%/fK (¢) atauK#(g)<gl/ 2, diperoleh <e. Akibatnyauntuksetiapn>K(e)
&

1
K (&)2

berlaku <g. Jadi, terbuktibahwauntuksetiapeeNterdapatk (¢) e N

1 1
Z-o = i<
n? n?

sedemikianhinggauntuksetiapneNdengann>K(&) berlaku % — 0|<g, ataulim,,_, % =0.

Contoh 2.1.8.tunjukkanbahwa ((_ 1)n )divergen.
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Jawab.Andaikan ((_1)n )konvergen, berartiterdapatbilangan real x sehinggauntuksetiap & > 0

terdapatK € N sedemikian hingga untuk setiap n> K berlaku ‘(—1)” —x‘< 1.Untukn > K dann

genap, maka (—1)” =1, diperoleh
l-x<1< -1<1-x<1,
yangberakibat x > 0. Untuk n > Kdan n ganjil, maka(-1)" = -1, diperoleh
F1-x<1 & -1<-1-x<1,
yangberakibat x < 0. Timbulkontradiksi, yaitux > 0 danx < 0.Jadipengandaiansalah, yang
benar ((_ 1) n )divergen.

Teorema 2.1.9.Diberikanbarisanbilangan real X = (Xn ‘neN )dan m € N.Maka

X, = (X ‘ne N)konvergenjikadanhanyajika X konvergen.Dalamhalinilim X =1lim X .

m+n

Bukti.Perhatikanbahwauntuksebarang p €N, elemenke- p dari X  adalahelemenke- ( p+ m)dari

X . Samahalnya, jika g >m , makabentukelemenke- g dari X, adalahelemenke- (q - m) dari X .
Diasumsikanbahwa X konvergenke x . Diberikansebarange > 0, padabarisan X untuk n >

K (e) berlaku|x, — x|<e ,makapada X , untukk > K (¢) — m berlaku |x, — x|<e. Dapatdiambil K |
(¢) = K(¢)—m, sehingga X konvergenke x .

Sebaliknya, jikapada X untukk > K () berlaku |xk - x| <g, makapada X untukn > K
(&) + mberlaku |xn - x|< e. Dapatdiambil K ()= K (¢) + m. Dengandemikianterbuktibahwa X

konvergenke x jikadanhanyajika X  konvergenke X .

Teorema 2.1.10.Diberikanbarisanbilangan real (Xn)danx € R. Jika
(an)adalahsuatubarisanbilangan real positifdenganlim(a,) = 0 danjikauntuk ¢>0 danm € N
berlaku

[x,, — x| <can untuksemua n >m,
makalim(x,) = x.
Bukti.Diambile > 0, maka% > 0. Karena lim(a,) = 0, makaterdapatK (¢/.) € N sedemikian
hinggga untuk setiapn > K (/) berlaku |a,, — O] < /.. Akibatnya untuk setiap n = K(¢/.)

berlaku |x,, — x| < cla,| < c.% = eataulx,, — x| < e. Terbukti bahwa lim(x,) = x.

Contoh 2.1.11.Jikaa> 0, tunjukkanbahwalim,,_, ., ﬁ =0

Jawab.Karenaa> 0, maka 0 <na< 1 + na yang berakibatbahwa

1 1 1
0< <—=-.
1+na na n

% untuk setiap n € N.

Diperoleh

1
1+na

1 11 1
<-.-=-
1+na n a a

-q-|

: %| untuk setiap n € N.
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Karenatelahdiketahuibahwalimn_m% = 0, maka menurut Teorema 2.1.10 dan dengan mengambil

¢ =2>0 berakibat bahwa im0 )
a 1+na

SOAL LATIHAN SUBBAB 2.1

1. Tuliskanlimabilanganpertamadaribarisan(x,, )untukx,, berikut.
_ ="
@ x, = T
1
(b) Xn = n2+2'
2. Tentukanrumuske-n untuk barisan berikut.
(@ 5,7,9,11, ...
1 11 1
O -5 "1

. . (b
3. Untuksebarangb € R, buktlkanbahwallm( ) = 0.

n
4. Tunjukkan (menggunakandefinisi limit barisan).

D) Iim(%) =2

n2+1) 1
>

(b) Iim(2112+3 -

5. Tunjukkanbahwalim(x,) = Ojikadanhanyajikalim(]x,|) = O.

6. Tunjukkanbahwajikax,, > O untuk semuan € N dan lim(x,) = 0, maka lim({/x,) = 0.
7. Buktikanbahwajikalim(x,) = x dan jika x > 0, maka terdapat M € N sedemikian

hingga x,, > 0 untuk semua n > M.

8 Tunjukkanbahwalim(l - i) =0

2
9. Tunjukkanbahwalim(%) = 0.

10. Jikalim(x,) = x > 0, tunjukkan bahwa terdapat K € N sedemikian hingga jikan > K,
maka%x <x,<2x

2.2. Teorema-teorema Limit
Padasubbabiniakandibahasmengenaibeberapateorema yang berkaitandengan limit
padabarisanbilangan real, sepertibarisanterbatasdankekonvergenanbarisan.
Definisi 2.2.1.Barisanbilangan real X = (x,) dikatakanterbatasjikaterdapatbilangan real M>0
sedemikianhingga |X,|< Muntuksemuane N.

Olehkarenaitu, barisan (x,) terbatasjikadanhanyajikahimpunan {x,:n€N} merupakan
subset terbatasdalam R.

Teorema 2.2.2. JikaX = (x,) konvergen, maka X = (x,) terbatas.
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Bukti.Diketahui X = (x,) konvergen, misalkankonvergenkex. diambile = 1, maka terdapat Ke N
sedemikianhinggauntuksetiapn > Kberlaku | x, — x | < 1.
Menggunakanakibatketaksamaansegitiga, maka |x,| - [x | <1 atau | X, |[<1+ | X | untuksemuan > K.
NamakanM = max { X1,Xz,..., X1, | X [+ 1 }, maka | X, <M, untuksemuane N. Jadi, terbukti bahwa
X = (X,) terbatas.
Teorema 2.2.3. Jika X = (X)) = x, Y= (yn) — y,dan c € R, maka
() XzY—>x+y.
(i) X.Y-oxp
(ii) cX—>cx.
Bukti.
Ambil sebarang £> 0. Karena X = (x,) — maka terdapat no€ N sedemikian hingga untuk setiap n
> no berlaku | X, — X | <§ . karena Y=(y,) — y, maka
terdapatn, € N sedemikian hingga untuk setiapn = n; berlaku
lyn — ¥l <.
Pilihn, =max{n,,n,}, maka akibatnya untuk n > n, berlaku
lxtn + ¥ — (x =) =[G —2) + G-y
< lxp —xl+lyn -yl <s+5=e
Karena berlaku untuk sebarang € > 0, maka (x,, + y,) konvergen ke x +y.
Dengan cara yang sama diperoleh bahwa (x,, — v, ) konvergen ke x-y. Jadi
terbukti bahwa X £Y - x +.
(iii) Akan dibuktikan bahwa untuk setiap ¢ > 0 terdapat K e sedemikian hingga untuk setiap
n = K berlaku |x,, v, — xy| < &. Diketahui
lxn Y — x| = lxnyn — X2y + x5y — x|
< |xpyn — xnyl+lxny — xyl
= [xallyn = yl+lx, = xllyl.
Karena (x,,) — x maka (x,) terbatas, akibatnya terdapat M; > 0 sedemikian hingga (x,(
< M;, untuk semua n € N. Namakan M = max{M,, |y|}. Diambil sebarang ¢ > 0. Karena
(x,) — x, maka terdapat K, e N sedemikian hingga untuk setiap n > K; berlaku |x,, — x| <

ﬁ. Karena(y,) — y, maka terdapat K,e N sedemikian hingga untuk setiap n = K, berlaku
ly, —yl < ﬁ . Namakan K = max{K;, K,}, maka untuk setiap n > K berlaku

|xnyn - xyl < |xn||yn - y|+|xn - x”yl
£

<M=+ mM=%+i=g¢
2M 2M 2 2
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Jadi, terbukti bahwa untuk setiap € > 0 terdapat K e N sedemikian hingga untuk setiap
n = K berlaku |x,y, — xy| < &. Dengan kata lain terbukti bahwa X.Y — xy
(iii) Ambil sebarang ¢> 0. Karena (X,) — x, maka terdapat K eN sedemikian hingga untuk
setiap n > K berlaku |x,, — x| < % Perhatikan bahwa
lcxn — x| = lex, — x5 + x5 — x|

< lexn = xnl + lxn — x|

= |xplle = 1] + |x, — x|
Karena (x,) — x, maka (x,) terbatas , yaitu terdapat M > 0 sedemikian hingga |x,| < M,

untuk semua n € N. Akibatnya

&
2
Terbukti bahwa untuk setiap € > O terdapat K €N sedemikian hingga untuk setiap n > K

€
lx, llc=1l+]|x, —x|<M.|c=1l+ == M. |c=1])+ =< ¢
n n 2

berlaku |cx,, — x| < . Dengan kata lain, terbukti bahwa cX — cx

Teorema 2.2.4. Jika X = (x,) » x danZ = (z,) - z # 0 dengan z, # 0 untuk semua n

X (Xn) x
—_— = —_— —_ —
Z Zn z
1

Bukti. Terlebih dahulu harus dibuktikan bahwa %: (—) —>§. Diambil « =§|z|, maka

Zn

eN, maka

a > 0. Karena lim(z,) = z, maka terdapat K;eN sedemikian hingga untuk setiap n > K;
berlaku |z, — z| < a.Menggunakan akibat Ketaksamaan Segitiga bahwa
—a < —|z, —z| <l|z,| —|z| untuk n > K,;, yang berarti %lzl = |z| — a < |z,|untuk
n = K;. Oleh karena lzi <2 untukn > K;, maka diperoleh

n

| = Izl
1 1

Zn Z

-1 -2, _
_lznzlslzlzlz Zy|.

— |Z27%n

Selanjutnya, diberikan & > 0, maka terdapat K, € N sedemikian hingga jika n > K,, maka
|z, — z| < %elzlz. Jika diambil K (¢) = max{K;, K,}, maka

1

Zn Z

< ¢ untuksemuan > K(¢).

Karena berlaku untuk sebarang € > 0, maka terbukti bahwa Iim(zi) = § atau (i)

Zn

Konvergen ke § Menggunakan Teorema 2.2.3(ii) dan dengan mengambil Y sebagai barisan

(i) maka X.Y = (’Z‘—:) - xG) = f

Teorema 2.2.5. Jika X = (x,)barisan bilangan real dengan x,, = 0 untuk semua n € N dan

(x,) = x, maka x = 0.
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Bukti. Diambil £ = —x > 0. Karena (x,,) - x, maka terdapat K € N sedemikian hingga
untuk setiap n > K berlaku
[x, —x|<eeo —e<x,—x<e¢

ox—e<x,<x+te

ox—(x)<x,<x+(—x)

o 2x <x, <0.
Kontradiksi dengan pernyataan bahwa x,, = 0, untuk semua n € N. Jadi, pengandaian salah,
yang benar adalah x > 0.
Teorema 2.2.6. Jika (x,,) = x, (3,,) = v, dan x,, < y,, untuk semuan € N, maka x < y.
Bukti. Diberikan z,, = y, — x,, sehingga Z = (z,,) = Y — X dan z, = 0 untuk semuan € N,
Menggunakan Teorema 2.2.5 dan 2.2.3 diperoleh bahwa

0<lim Z = lim (yn) — lim (x,) atau lim (X,) < lim (yy)

Jadi, terbukti bahwa x <y
Teorama 2.2.7. Jika X=(x,) konvergen ke x dan jika a <X,<b untuk semua n € N, maka a <
x<b
Bukti. Diberikan Y barisan konstan (b, b, b,...). Menggunakan Teorema 2.2.6 diperoleh
bahwa lim X <1im Y = b. Dengan cara yang sama diperoleh a < lim X. Jadi, terbukti bahwa a
<limX<bataua<x<h.

Berikut ini diberikan sebuah teorema yang menyatakan bahwa jika suatu barisan Y
berada (terselip) diantara dua barisan yang konvergen ke titik yang sama, maka Y juga
konvergen ke titik yang sama.

Teorema 2.2.8. (Squeeze Theorem)Diberikan barisan bilangan real X=(x)
Y=(yn), dan Z=(z,) sedemikian hingga

Xn < yn< zpuntuk semua n e N
dan lim (x,) = lim (z,). Maka Y konvergen dan

Lim (xp)=lim(yn) = lim (z,).
Bukti. Misalkan w:=lim(x,) = lim (z,). Jika diberikan €> 0, maka terdapat K € N sedemikian
hingga untuk setiap n > K berlaku |x, —w| < & dan |z, — w| < ¢, atau dengan kata lain
—e<x, —w<edan—-e<z,—w<e.Karena x, <y, < z,,makax,—-w < y, —
w<z,—w
Akibatnya diperoleh bahwa —e <y, —w < ¢ . Karena berlaku untuk semua n > K dan
€ > 0, maka terbukti bahwa lim (y,) = w.

Teorema 2.2.9.JikaX = (x,,) - x, makalX| = (Jx,|) - |x|.
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Bukti.Diberikane > 0.KarenaX = (x,,) - x,

makaterdapatK e Nsedemikianhinggauntuksetiapn > Kberlaku|x,, — x| <

£.MenggunakanakibatKetaksamaanSegitiga, diperolehbahwauntuksetiapn e Nberlaku
Il = Ixl| < |2 — x| < €.

Jadi, diperolehbahwa||x, | — |x|| < e, ataulX| = (lx,) - |x|.

Terorema 2.2.10.JikaX = (x,) —» xdanx, = 0, makabarisanbilangan real
positif(,/x,) = Vx.
Bukti.Menurutteorema 2.2.5 diperolehbahwax > 0.Akan

ditunjukkanbahwateoremabenaruntukx = Odanx > O.
Kasus I:Jikax > 0, diberikane > 0. Karena(x,,) » x =0,
makaterdapatK e Nsedemikianhinggauntuksetiapn > Kberlaku

0<x,=x,—0<¢>
Sehinggadiperolehbahwa0 < \/x—n < e.Karenaberlakuuntuksetiape > 0O,
makaterbuktibahwa(,/x,,) = Vx.
Kasus 11:Jikax > 0, makay/x > 0. Diberikane > 0,
makaterdapatK e Nsedemikianhinggauntuksetiapn > Kberlaku|x,, — x| <
€.Perhatikanbahwa

— (V) (fxntvx) . xn—x
Vo = Vx = JxntVx T JxntVE

Karena,/x,, + vx = v/x > 0, makadiperoleh

o= = ()=l < 5.
Karenaberlakuuntuksetiape > 0, makaterbuktibahwa(,/x,) - Vx.

Teorema 2.2.11.Jika(x,)barisanbilangan real (tegas) denganlim(%):L (ada)

danL < 1, maka (x,,)konvergendanlim(x,) = O.

Bukti.Dipilihr € RsedemikianhinggalL < r < 1.Diambile =r — L >

O.Karenalim(%) =1L, makaterdapatK e Nsedemikianhinggauntuksetiapn >
n
Kberlaku % — L| < ¢. Karena
n
Il || < [Fota L|
Xn T lxy ’
maka
Il _ |l <e.
Xn

Sehinggadiperoleh
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X X
Ml <g o Mot [ <LHAr—-L=r & X, < X,T,
Xn Xn n+1 n

Jadi, untuksetiapn > Kberlaku

n+l-k — Xk

n+1
rk ’

0 < Xpyq <Xl < Xpoq12 < Xp_ot3 < - < xp1 r

Jikadiambil*%, makadiperoleh

0 < xp41 < cr™luntuksemuan > K.
Mengingatbahwalim(r™) = 0(sebab0 < r < 1), maka
limG™) = 0 = lim (*™*1) = 0 =lim(x,,,) = 0 =lim(x,,) = 0.
Jadi, terbuktibahwa(x,,)konvergendanlim(x,) = 0.
SOAL LATIHAN SUBBAB 2.2
1. Tentukanapakahbarisanberikutkonvergenataudivergen.

T
(a) Xn = n+1

. 2n%+3
(0) xn =2y

— (=D"n
(C) Xn = n+1

2. TunjukanbahwajikaX dan Y barisan bilangan real sedemikian hingga X dan X +
konvergen, maka Y konvergen.

3. Tunjukkanbahwabarisan((—1)"n?) tidak konvergen.

4. Diberikany, :=vn + 1 - v/n untuk n € N. Tunjukkan bahwa (y,,) dan (v'ny,,)
konvergen. Carilah nilai limitnya.

5. Jika> 0,b > 0, tunjukkan bahwa Iim(\[(n +a(n+b)) _n>:ﬂ .

2

6. GunakanTeorema Squeeze (2.2.8) untukmenentukan limit barisanberikut.
1 1
(@) (n/n*). (b) (1) /n2).
7. Diberikansebuahcontohbarisankonvergen(x,,) dengan Iim(%):l

8. Diberikanbarisanbilangan real positifX = (x,,) dengan Iim(x;‘—:) =L>1
Tunjukkan bahwa X tidak terbatas dan tidak konvergen.

9. Diberikan(x,) barisan konvergen (y,) sedemikian hingga untuk sebarang £ > 0
terdapat M € N sedemikian hingga untuk setiap n > Mberlaku |x, — y,| < €.
Apakah (y,)konvergen ?

10. Tunjukkanbahwajika(x,) dan (y,,) barisan konvergen, maka barisan (u,,) dan (v,,)
yang didefinisikan dengan w,, := max{x,, x, } dan v, := min{x,, x, } konvergen.

2.3. BarisanMonoton
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(i)

(i)
(iii)
(iv)

(a)

(b)

(©)

(a)

Berikut ini diberikan pengertian mengenai barisan naik dan turun monoton.

Definisi 2.3.1.Diberikan barisan bilangan real X=(X,).

Barisan X dikatakan naik (increasing) jikax, < xn+1 untuk semuane N

Barisan X dikatakan naik tegas (strictly increasing) jika x,< Xn+1 untuk semuan e N
Barisan X dikatakan turun (decreasing) jikax, > xq+1 untuk semuan e N

Barisan X dikatakan turun tegas (strictly decreasing) jikax,> Xn+1 untuk semuan € N
Definisi 2.3.2.Barisan X = (X,) dikatakan monoton jika berlaku salah satu X naik atau X
turun.

Contoh 2.3.3.

Barisanberikutininaik (monoton).

(i) (1,2,34,...,n,..).

@i (1,2,2333,.).

(i) (@a’adat ..a"..).

Barisanberikutiniturun (momoton).

M (135.2.)

i) (L3550 )

(iii)  (bb*b*b?% ...b"..). jikaO<b<1
Barisanberikutinitidakmonoton.

() (+1,-1,+1,..,(-1)™.).

(i) (-1,+2,-3,+4,..).

2.3.4. Teorema Konvergensi Monoton

(a) Jika X = (x,) naik (monoton) danterbatas ke atas, maka X = (xn)konvergen

dengan

lim(x,) =sup{x, :ne N}.

(b) Jika X = (x,)turun (monoton) danterbatas kebawah, maka= (x, ) konvergen

dengan

lim (x, )=inf {x,:n e N}.

Bukti.
Karena X =(x,)terbatas ke atas, maka terdapat M € N sedemikian hingga x, <M

untuk semua n € N. Namakan A = {x,;:n € N}, maka Ac R, terbatas ke atas dan tidak
koson. Menurut Sifat Lengkap R, maka supremum A ada, namakan x = sup A. Diambil
€ >0, maka terdapat K € N sedemikian hingga x —e < x; < x. karena X naik

monoton, maka untuk n > K berlaku
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X—e<xp,S<xp,<x<x+¢
Atau
XxX—e<xp,<x+eo|x,—x|<e
Jadi, terbukti bahwa X = (x,,) konvergen ke x = lim(x,,) = sup{x,,: neN}.
(b) Gunakan cara yang hampei sama dengan pembuktian (a).
Contoh 2.3.5. diketahui barisan (y,) dengan y; =1 dan y,,; =2+, , n>1.
Apakah (y,) konvergen ? Jika ya, tentukan (y,,).
Jawab. Akan ditunjukkan menggunakan induksi bahwa (y,,) naik monoton.

Untuk n = 1, diperoleh y, =v2+1 = ¥3 > 1 (benar). Misalkan benar untuk n = k,

vaitu yis1 =+/2+ Viy Yis1 = Vi Akan dibuktikan benar untuk n =k + 1, vyaitu

Vi+2z =2 F Vir1 =+/2F Vi = Visr,

Berarti benar untuk n = k+1. Jadi, menurut induksi ( y, ) naik monoton. Selanjutnya,
ditunjukkan bahwa ( y, ) terbatas ke atas (oleh 3), yaitu y, < 3, untuk semua n € N. Untuk

n = 1 benar, sebab y; = 1 < 3. Misalkan benar untuk n = kK, yaitu yx < 3. Maka Yy+1 =
/2+Yk <+/2+3 =+/5 < 3 yang berarti benar untuk n = k+1. Jadi, menurut induksi terbukti

bahwa y, < 3, untuk semua n € N. Karena ( y,) naik monoton dan terbatas ke atas, maka

menurut Teorema 2.3.4 barisan ( y, ) konvergen. Misalkan y = lim( y,), maka diperoleh
y={2+yey=2+yey-y-2=0e (-2 +1)=0
Diperolehy = 2 atau y = —1. Untuk y = —1 jelas tidak mungkin, sebab 1 <y, < 3 untuk

semua n € N. Jadi, terbukti bahwa (y,) konvergen dan lim(y,) = 2.
SOAL LATIHAN SUBBAB 2.3

1. Diberikan x; >1 dan Xp+1 = 2 — xiuntuk n € N. Tunjukkan bahwa ( X, ) terbatas dan

n

monoton. Carilah nilai limitnya.

2. Diberikan x; > 2 dan Xp+1 = 1 + \/x,, — 1 untuk n € N. Tunjukkan bahwa ( x,) turun dan
terbatas ke bawah oleh 2. Carilah nilai limitnya.

3. Diberikan AcR tak berhingga yang terbatas ke atas dan misalkan u = sup A. Tunjukkan
bahwa terdapat barisan naik ( x,) dengan x, € A untuk semua n € N sedemikian hingga
u=lim( x,).

4. Tentukan apakah barisan ( y,) konvergen atau divergen, dengan

1 1 1
y, = —+—+--+— untukn€N.
n+l1  n+2 2n
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5. Diberikan x, :=%+i2+...+i2 untuk setiap neN.Buktikan bahwa (x,)naik dan
n

. 1 1 1 1
terbatas, sehingga ( x, ) konvergen. (Petunjuk : Jika k>2, maka—-< = -=).
gga (x,) gen. ( ] K2 k(k-1) k-1 k)

6. Tentukan konvergensi dan hitunglah limit barisan berikut.

@ 1+%)n+J (b) (1+%jj
© 1+$} ] (d) (1-%”

2.4 Barisan Bagian

Pada bagian ini akan diberikan konsep barisan bagian (subsequences) dari suatu barisan
bilangan real.

Deinisi 2.4.1.  Diberikan barisan bilangan real X =(x,) dan diberikan barisan bilangan
asli naik tegas n, <n, <..<n, <....Barisan X':(xnk) dengan disebut dengan barisan

bagian atau sub barisan (subsequences) dari X.

Contoh 2.4.2. Diberikan X = 1111 .
123 n
. . (111 1 . : :
Q) Barisan X, =| —,—,—,...,—,... | merupakan barisan bagian dari X.
2 46 2n
. . (1111 . : :
(i) Barisan X, =|—,—,—,=, ... | merupakan barisan bagian dari X.
4567
. (1111 . . :
(i) Barisan X?’:[?E’Z’E’ j bukan barisan bagian dari X, sebab n, <n,.

Teorema 2.4.3. Jika X = (x, ) konvergen ke x, maka setiap barisan bagian X'=(x,, )dari

X juga konvergen ke x.

Bukti. Diambil &>0.Karena (x, )— x, maka terdapat K (¢)e N sedemikian hingga untuk
setiap n>K (g) berlaku |x, —X <& . Karena untuk setiap neN berlaku n,,,>n,, maka
untuk setiap n>K (¢) berlaku n, >k >K (¢). Sehingga

Xy —X|<&.

Terbukti bahwa X '=(x,, )konvergen ke x.
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Teorema 2.4.4. Diberikan barisan bilangan real X = (x, ), maka pernyataan berikut ini

ekuivalen.

(i). Barisan X = (x, )tidak konvergen ke xeR.
(if). Ada &,>0sedemikian hingga untuk sebarang keN,terdapat n, € N sedemikan
hingga n, >k dan |x, —X/>&,
(iii). Ada &, >0dan suatu barisan bagian X'=(x,, ) sedemikian hingga |x, —X>&, untuk
semua keN.

Bukti.

(i) = (ii) Jika (x,) tidak konvergen ke x,maka untuk suatu g,>0 tidak mungkin
ditemukan ke N sedemikian hingga untuk setiap n, >k berlaku |xnk —x|<g0 . Akibatnya
tidak benar bahwa untuk setiap keN, n>k memenuhi |x, —X/<&,. Dengan kata lain,
untuk setiap ke N terdapat n, €N sedemikian hingga n, >k dan |x, —X/>¢, .

(if) = (iii) Diberikang, > 0 sehingga memenuhi (ii) dan diberikan n, € N sedemikian
hingga n; =1 dan |Xn1_x| > &y. Selanjutnya diberikan n, € N sedemikian hingga
n,>n,dan |Xn2 _x| > ¢,. Demikian seterusnya sehingga diperoleh suatu barisan
bagianX® = (x,,) sehingga berlaku |X,,, _ ;| > gountuk semuak € N.

iii) = (i) misalkanX = (x,)mempunyai barisan bagian X* = (x,,) yang memenuhi
sifat (iii). Maka X tidak konvergen ke x, sebab jika konvergen ke x, maka X! =
(xn,)juga konvergen ke x. Hal initidakmungkin, sebabX® = (x,,) tidak berada dalam
persekitaraan V ¢ ().

Teorema 2.4.5.(KriteriaDivergensi)jikabarisanbilangan real X = (x,) memenuhi
salah satu dari sifat berikut, maka barisan X divergen.
Q) X mempunyaiduabarisanbagiankonvergenX® = (x, ) dan X" = (x,,) dengan limit
keduanya tidak sama.

(i)  Xtidakterbatas.

Contoh 2.4.6.Tunjukkanbahwabarisan(1, % , 3, i, ... ydivergen.

Jawab.Namakanbarisan di atasdenganY = (y,), dengan y, = % jika n genap, dan

v, = n jika n ganjil.Jelas bahwa Y tidak terbatas.Jadi, barisanY = (y,,)divergen.

Berikut ini sebuah teorema yang menyatakan bahwa barisan bilangan real X = (x;,)

pasti mempunyai barisan bagian yang monoton. Untuk membuktikan teorema ini,
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diberikan pengertian puncak (peak), x,disebut puncak jika x,, = x,untuk semua n
sedemikian hingga n = m. Titik x,,, tidak pernah didahului oleh sembarang

Elemen barisan setelahnya. Perhatikan bahwa barisan pada barisan yang menurun, setiap
elemen adalah puncak, tetapi pada barisan yang naik, tidak ada elemen yang menjadi
puncak.

2.4.7. TeoremaBarisanBagianMonotonJikaX = (x,,)barisan bilangan real, maka
terdapat barisan bagian dari X yang monoton.

Bukti.Pembuktian dibagi menjadi dua kasus, yaitu X
mempunyaitakhinggabanyakpuncak, dan X mempunyaiberhinggabanyakpuncak.
Kasus I: X mempunyaitakhinggabanyakpuncak. Tulissemuapuncakberurutannaik,

Makax,, = Xpy, =+ = Xp,,... oleh Kkarena itu, (x,,,)

----- 4y "

merupakan bagian barisan yang turun (monoton).

Kasus II: X mempunyaiberhinggabanyakpuncak .Tulissemuapuncakberurutannaik,
Yaituxyy, , Xm,, . s Xm,, .. .Misalkan s; := m, + 1 adalah indeks pertama dari puncak
yang terakhir. Karena x, bukan puncak, maka terdapat s; > s, sedemikianhinggax,, <
xs,. Jika proses ini diteruskan, diperoleh barisan bagian (x,) yang naik (monoton).
Teorema 2.4.8 (Bolzano-Weierstrass) Setiapbilangan  real  yang
terbataspastimemuatbarisanbagian yang konvergen.

Bukti.Diberikanbarisanbilangan real terbatasX = (x,,). Namakan S = {x,,:n € N} range
barisan, maka S mungkin berhingga atau tak berhingga.

Kasus |: Diketahui S berhingga. Misalkan= {x;,x,,...,x.} , maka terdapat m € N
dengan 1 <m < 1 dan barisan(r;: k € N) dengan r;.1,<15.... sehingga x,; = x,, =
-+« = X, , hal ini berarti terdapat barisan bagian (x,;: k € N) yang konvergen ke x,,, .

Kasus Il:Karena S takberhinggadanterbatas, makaS mempunyaititik cluster atautitik

limit, namakanxtitik limit S. MisalkanU, = (x —%, X + %) persekitarantitik x.

Untukk =1, makaterdapatxrl € SNU,, X, # xsedemikianhingga|x, — x‘ <1.
Untukk = 2,makaterdapatx, € S "U,,x, # xsedemikianhingga|x, - x| < %
Untukk =3, makaterdapatx, € S "U,, X, # x sedemikianhingga|x, — x‘ < %
Demikianseterusnya, sehinggadiperoleh:
Untukk = n,makaterdapatx, € SnU,_,x, # xsedemikianhingga|x, — x‘ < 1.

" " " n
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o

Ambile> 0. MenurutSifat Archimedes, makaterdapatK e Nsedemikianhingga%<e.

Makauntuksetiap n > K berlaku|x, - x| < 1 < % <e. Terbuktibahwa (xrn )konvergenke X

n

dengan (x, )barisanbagian(x, ).
Teorema 2.4.9.Diberikanbarisanbilangan real terbatas X = (x, )dandiberikan x e % yang

mempunyaisifatbahwasetiapbarisanbagiandari X konvergenke X. Makabarisan X

konvergenke X .

Bukti.Misalkan M > Oadalahbatasdaribarisan X sehingga|x,| < M untuksemuan e N..
Andaikan X tidakkonvergenke x, makamenggunakanTeorema 2.4.4  terdapate,>0

danbarisanbagian X = (xnk )sedemikianhingga

X, —X ze,untuksemuaK e N.  Karena

X barisanbagiandari X , makaM jugabatasdari X . MenggunakanTeorema Bolzano-
Weierstrassberakibatbahwa X ‘'memuatbarisanbagian X . Karena X
jugabarisanbagiandari X maka X "jugakonvergenke X . Dengandemikian,
akanselaluberadadalampersekitaraanV_ (x). Timbulkontradiksi, yang benaradalah X
selalukonvergenke x .

SOAL LATIHAN SUBBAB 2.4

Tunjukkanbahwabarisanberikutinidivergen.

a) [1—(—1)” +1).

n

b) [sinn—”j.
4
Berikancontohbarisantakterbatas yang memuatbarisanbagiankonvergen.
Dierikanbarisan X = (x_)danY =(y, ). Diberikanbarisan Z = (z, )dengandefinisi
2, =X 2, = Yy Ly g = X002, =Y, . Tunjukkanbahwa Z konvergenjikadanhanyajika X

dan¥ konvergendanlim(x, )= lim(y, ).

Tentukankonvergensidan limitbarusanberikut.

a) (1+i2]2].
n

b) (1+i2]2n ]
n

Hitunglah limit barisanberikut.
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a) ((3”);}
b) {(u %}3] |

6. Misalkansetiapbarisanbagiandari X = (x, ) mempunyaisuatubarisanbagian yang
konvergenke 0 . Tunjukkanbahwalim(x,)=0.
7. Diberikanbarisanterbatas(x, )danuntuksetiap n e N diberikans, := sup{x, : k > n}dan

S :=inf {s, }. Tunjukkanbahwaterdapatbarisanbagiandari(x, ) yang kovergenkeS .

o

Jikax, > 0 untuksemuan e N dan Iim((—l)n X, )ada, tunjukkan (x, )konvergen.

(o]

: Tunjukkanbahwajika(xn )terbatas, makaterdapatbarisanbagian (xnk )sedemikianhingga

.im(i]:o.
X,

10. Diberikanbarisanterbatas (x, Jdans := sup{x, : n € N}. Tunjukkanbahwajikas & {x, : n e N}
, makaterdapatbarisanbagiandari (xn) yang konvergenkes .

2.5. Barisan Cauchy

Definisi 2.5.1. Barisan bilangan real X =(x,,) disebut Barisan Cauchy jika untuk setiap
>0 terdapat H(e)e N sedemikian hingga untuk setiap n,m € N dengan n,m >H(e),
berlaku

[x, —x,|<e.

Contoh 2.5.2. Barisan (1) merupakan barisan Cauchy.

n
Jika diberikan >0, dapat dipilih H=H(¢) ¢ N sedemikian hingga H > f Maka jika

- 1 1 . 1
n,m=> H,diperoleh ~So< 25 dan dengan cara yang sama diperoleh —< % Oleh karena

itu, jika n,m> H (&), maka

1 1 1 1
|———| <-+-<i4if=¢
n

n m m 2 2

Karena berlaku untuk sebarang ¢ > 0, maka dapat disimpulkan bahwa (%) merupakan

barisan Cauchy.
Lemma 2.5.3. jika X=(x,) barisan bilangan real yang konvergen, maka X merupakan
barisan Cauchy.
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Bukti. Misalkan x:=lim X. Diberikan & >0, maka terdapat K(/5)e N sedemikian
hingga jika n > K (£/,), maka |x, — x| <. Oleh karena itu, jika H(e):=K(%) dan jika
n,m >H(e), maka diperoleh
ltn, = 30 =1 Gy — %) + (2 — x|
=ty — x| + |ty —xl <-+-=¢
Karena berlaku untuk sebarang € > 0, maka terbukti bahwa (x,,) barisan Cauchy.
Lemma 2.5.4. Jika X=(x,,) barisan Cauchy, maka X terbatas.
Bukti. Diketahui X=(x,) barisan Cauchy. Diberikan & := 1. Jika H:=H(1) dan n<
H,maka |x, —xy| <1. Selanjutnya, menggunakan Ketaksamaan Segitiga,diperoleh
[x,, | < lxy|+ 1 untuk semua neN. Namakan
M:=max{lx,|, 12,1, ... ., lxg_1 ], Iy | + 1},
Maka diperoleh |x,| < M untuk semua n e N. Jadi, terbukti bahwa X terbatas.
Teorema 2.5.5.(Kriteria Konvergensi Cauchy) Barisan bilangan real X=(x,)
konvergen jika dan hanya jika X=(x,,) barisan Cauchy.
Bukti
=> Jelas (Lemma 2.5.3).

<= Diketahui X=(x,,) barisan Cauchy. Diambil £ > 0, maka terdapat H=H (¢) >0
sedemikian hingga untuk setiap n,meN dengan n,m> H berlaku |x, — x,,| < % Karena X
barisan Cauchy,
maka X terbatas, sehingga X memuat barisan bagian X ’:(xnk) yang konvergen ke x*.
Oleh karena itu, terdapat K> H dengan Ke{n,,n,,ns, ...} sedemikian hingga |x, —
x*| <. Akibatnya untuk m = K diperoleh

locn = x*| = loxp — xc + xx — x7
< lon = xg| + |xg — x|
<§+§:a

Karena berlaku untuk sebarang € > 0, maka terbukti bahwa barisan X =(x,,) konvergen.

Definisi 2.5.6. Barisan bilanngan real X = (x,,) dikatakan kontraktif (contractive) jika terdapat
konstanta C , dengan O < C < 1 sedemikian sehingga

|42 = Xpia | < Cloxgyq — () |
Untuk semua €N . Bilangan C disebut konstan dari barisan kontraktif.

Teorema 2.5.7. Setiap barisan kontraktifmerupakan barisan Cauchy dan konvergen.
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Akibat 2.5.8. Jika X = (x,) barisan kontraktif dengan konstanta € ,0 < C <1 dan jika

x* = limX , maka

n—1
(i) |x —x,l<t

1—C oz — xq |

(i) =l < gl = 2 |
SOAL LATIHAN SUBBAB 2.5.

1. Berikan sebuah contoh barisan terbatas yang bukan barisan Cauchy .
2. Tunjukan menggunakan definisi bahwa barisan berikut merupakan barisan Cauchy

(n_-l-l) b. (1+l++i)

n 2! n!

3. Tunjukan menggunakan definisi bahwa barisan berikut bukan barisan Cauchy.
a ((-1)m) b. (n+EX) c. (Inn)

4. Diberikan barisan (x,,) dengan = v/n , tunjukan bahwa lim|x,,, + x,| = O, tetapi
bukan barisan Cauchy .

5. Diberikan barisan Cauchy (x,,) sedemikian sehingga x,,€Z untuk setiap neN . Tunjukan
bahwa (x,,) selalu konstan .

6. Jika 0<r<1 dan |x,4; — x,|< 7™ untuk semua n e N, tunjukan bahwa (x,)

merupakan barisan Cauchy.
7. Jika y,; .y, adalah sebarang bilangan real dan y, = gyn_l + gyn_z untuk n > 2,

tunjukan bahwa (y,,) konvergen. Tentukan limitnnya.
8. Jika x; >0 danx,_;:=(2+ x,)"! untuk n > 1, tunjukan bahwa (x,) merupakan
barisan kontraktif. Tentukan limitnya.
2.6. Sifat Barisan Divergen
Pada subab inidiberikan beberapa sifat dari suatu barisan bilangan real (x,,) yang mendekati atau
menuju ke oo, yaitu lim(x,) = *oo dan lim(x,,) = —oo. Ingat bahwa barisan divergen adalah
barisan yang tidak konvergen.
Definisi 2.6.1. Diberikan barisan bilangan real (x,,).

(i) Barisan dikatakan mendekati +oo, ditulis lim(x,,) = +oo, jika untuk setiap aeR
terdapat K (ar)eN sedemikian sehingga jika n = K(a), maka n, > a.
(i)  Barisan (x,) dikatakan mendekati —oo, ditulis lim(x,) = —oo, jika untuk setiap
BeR terdapat K (B)eN sedemikian hingga jika n = K(B) , maka x,, < f.
Barisan (x,) dikatakan divergen proper (tepat/tegas) jika lim(x,) = +c0 atau lim(x,) =

—oo, Berikut ini diberikan contoh bahwa im(n?) = +oo .
Contoh 2.6.2. lim(n?) = +oo. Jika K (&) € N sedemikian hingga K () >, dan jika n = K(x),
maka diperoleh n? > K (o), maka diperoleh n? > n >,
Teorema 2.6.3. Barisan bilangan real monoton merupakan barisan divergen proper jika dan
hanya barisannya yidak terbatas.

(@) Jika (x;,) barisan naik tak terbatas, maka lim(x,) = +oo.

Pengantar analisis real | You’ll never know till you have tried 44 (a1c110247) fe.



(b) Jika (x;,,) barisan turun tak terbatas, maka lim(x,) = —oo.
Bukti,
(@) Misalkan (x,) barisan naik. Jika (x,) terbatas, maka (x,) konvergen. Jika (x,) tidak

terbatas, maka untuk sebarang a € R terdapat n(«) € N sedemikian hingga &< x; .

Tetapi karena (x,) naik, diperoleh «< x, untuk semua n = n(x). Karena « sebarang,
maka diperoleh bahwa lim(x,,) = +oo.
(b) Bukti hampir sama dengan (a).
Teorema 2.6.4. Diberikan barisan bilangan real (x,,) dan (y,), dengan x,, <y, untuk semua
neN.
(@) Jika lim(x,,) = +oo, maka lim(y,) = +oo.
(b) Jika lim(y,) = —, maka lim(x,) = —o.
Bukti,

(@) Jika lim(x,,) = +co dan jika diberikan a« € R, maka terdapat K(x) € N sedemikian
hingga jika n > K(«), maka x< x,,. Karena diketahui x, <y, untuk semua n € N,
maka << y, untuk semua n = K (). Karena o sebarang, maka lim(y,) = +oo.

(b) Bukti hampir sama dengan (a).

Teorema 2.6.5. Diberikan barisan bilangan real (x,) dan (y,), dan untuk suatu L € R,L >0

diperoleh
lim (22) = L.

Yn
Maka lim(x,) = +oo jika dan hanya jika lim(y,) = +x.
Bukti, Diketahui lim (i—") = L, artinya terdapat K € N sedemikian hingga untuk setiap n > K
berlaku

1 3
_L<x_n<_L.
2 Yn 2

Oleh karena itu, diperoleh GL) Vo < Xp < GL) v, untuk semua n > K. Sehingga
menggunakan Teorema 2.6.4, teorema terbukti.
SOAL LATIHAN SUBBAB 2.6
1. Tunjukkan bahwa jika (x,) barisan tak terbatas, maka (x,,) memuat barisan bagian yang
divergen proper.
2. Tunjukkan bahwa jika x, > 0 untuk semua n € N, maka lim(x,) = O jika dan hanya
jika lim (i) = +oo,
3. Tentukan apakah barisan berikut ini divergen proper.

(@) (Vn)
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(b) (Vn+1)
(€ (¥n—1)

@ (=)

4. Diberikan (x,) barisan divergen proper dan diberikan (y,) sedemikian hingga

lim (x,¥,) € R. Tunjukkan bahwa (y,,) konvergen ke 0.

5. Tentukan apakah barisan berikut ini barisan konvergen atau divergen.

(a) (Vn? +2)
(b) (L)

(n?%+1)

© (“7)
(d) (sinvn)
6. Tunjukkan bahwa jika lim (‘;—”) = L, dengan L > 0, maka lim(a,) = +co.
2.7. Deret Tak Hingga
Berikut ini diberikan pengantar singkat mengenai suatu deret tak berhingga dari bilangan real.
Definisi 2.7.1. Jika X:= (x,) barisan di R, maka deret tak berhingga (cukup disebut deret)
yang dibentuk oleh X adalah barisan S: = (s;) yang didefinisikan dengan

Sl = x1
Sy =51+ X, (=x1 +x3)
Sk = Sk—1 T X3 (=Ex+x+ - +x)

X, disebut dengan terms dari deret, dan S, disebut jumlahan parsial (partial sum). Jika lim S
ada, maka deret S dikatakan konvergen dan nilai limitnya adalah hasil dari jumlahan deret. Jika
limitnya tidak ada, maka dikatakan deret S divergen.
Deret tak berhingga S yang dibangun oleh barisan X: = (x,,) disimbolkan dengan

2(xy) atau ), x,, atau Yo_; xp,
Contoh 2.7.2.
Diberikan barisan X := (r™),—, dengn r € R yang membangun deret :

fzorn:1+T+T2+---+T"+---

Akan ditunjukkan bahwa jika |r| < 1, maka deret ini konvergen ke ﬁ

Misalkan S, :=1+r+r2+--+r"+.. untuk n=>0, jika S, dikalikan dengan r dan
mengurangkan hasilnya dari S,,, maka diperoleh
S,(1—7r)=1-rntL
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Oleh karena itu, diperoleh

1 _ Tn+1
T T
Sehingga
1 |T|n+1
- <=
Sn 1-rl = J1-r|’

Karena |r|**1 — 0 saat || < 1, maka deret geometri Y., 7™ konvergen ke ﬁ saat |r| < 1.

Selanjutnya, diberikan kondisi-kondisi yang dapat memberikan jaminan bahwa suatu deret itu
konvergen.
Teorema 2.7.3. (The nth Term Test)

Jika deret Y x,, konvergen, maka lim(x,,) = 0.
Bukti, Menggunakan Definisi 2.7.1, Y, x,, konvergen apabila lim (s;) ada. Karena x,, = s,, —
Su_1, maka lim(x,,) = lim(s,) — lim(s,,_;) = 0.
Teorema 2.7.4. (Kriteria Cauchy) Deret }; x,, konvergen jika dan hanya jika untuk setiap € > 0
terdapat M(e) € N sedemikian hingga jika m>n> M(¢), maka

ISm = Sul = IXpys + Xppp + -+ xpl <e

Teorema 2.7.5. Diberikan (x,) Barisan bilangan real nonnegatif. Maka deret Y; x,, konvergen

jika dan hanya jika barisan S = (s;) dari jumlah parsialnya terbatas dalam hal ini,

e}

Z X, = lim(sy) = sup{s,: k € N}

n=1
Bukti. Karena (x,) > 0, maka barisan jumlahan parsial S naik monoton, yaitu
SIS S S SIS S
Menggunakan Teorema 2.3.4., barisan S = (s;,) konvergen jika dan hanya jika barisannya

terbatas, dalam hal ini limitnya sama dengan sup{s;}

Contoh 2.7.6. Deret Y.° L

n=1; Konvergen
Karena Jumlahan parsialnya monoton, maka Cukup ditunjukan bahwa barisan bagian (s;)
terbatas. Jika k; := 2" — 1 =1, maka s, = 1. Jika kp := 2° — 1 = 3, maka
1 1 1
Sk, = I+<§+_)< 1+—=1+—
Dan jika ks := 2° - 1 = 7, maka diperoleh
1 1 1 1 4 1 1
Sk, = Sk, + <E+¥+§+ﬁ+) < S, +E< 1+§+§
Menggunakan induksi matematik, diperoleh bahwa jika k; := 2~ 1, maka

1 /1\? 1
0<sy <1+5+(3) +=+(3)
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. . . . 1 .
Karena ruas kanan merupakan jumlahan parsial dari deret geometri dengan r = E,maka lim

1

n2

(sx) =—==2. jadi, deret };>_;

1= konvergen.
-
2.7.7 Tes perbandingan (comparison tests) diberikan barisan bilangan real X:=(x,y danY :=
(), dan misalkan untuk suatu K € N berlaku 0 < x,, < y,, untukn > K.
a. jika ), v, konvergen,maka Y, x,, konvergen
b. jika ). x,, divergen,maka Y.y, divergen.
Bukti :
(). Misalkan
Y. yn konvergen.diberikan ¢ > 0 dan M(&) € N sedemikian hingga jikam >n >
M (), maka
Yn-1+ oty <€
Jika m > max{K, M (&)}, maka diperoleh bahwa
O0<uxp, 1+ +xp<yYpq+ +y,+<¢
Yang berakibat bahwa }; x,, konvergen.
(b) Menggunakan kontraposisi dari (a) ,maka teorema terbukti.
2.7.8 Tes perbandingan limit  misalkan X = (x,,)

barisan positif naik tegas dan misalkan limit berikut ada dalam R, yaitu

X
r = lim (—”)
Yn

(@) jikar # 0,maka . x,, konvergen jika dan hanya jika Yy, konvergen
(b)jika r = 0,maka ).y, konvergen jika dan hanya jika }, x,, konvergen
Bukti.

(a) Diketahui r:= Iim(ﬁ]dan dari soal latihan 2.1.10 maka, terdapat K e N sedemikian
Yn

hungga untuk n > K berlaku %r <Xo <op , sehingga diperoleh

n

(%r)yn <x,<(2r)y,.

Menggunakan Tes Perbandingan 2.7.7 dua kali, maka pernyataan (a) terbukti.
(b) Jika r=0, maka terdapat K € N untuk setiap n> K berlaku

0<x,<vy,.

Menggunakan Teorema 2.7.7 (a), maka pernyataan (b) terbukti.

Contoh 2.7.9. Deret Z

n=1

5 konvergen.
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Diketahui ketaksamaan berikut benar
1

n+n n®

0<

IA

untuk neN..

Karena telah diketahui bahwa deret Ziz
n=1 n

2.7.7 diperoleh bahwa deret Z konvergen.

nln +Nn

SOAL LATIHAN SUB BAB 2.7
1.Tunjukkan bahwa

= 1
® 2 ni2 "

- 1 1 ..
b — >0, jik .
®) Z(a+n)(a+n+1) g iaa>0

- 1
©) HZ:;‘n n+1) n+2) T4

2. Jika ZXn dan z Y, konvergen, tunjukkan bahwa Z(Xn + yn) konvergen.

konvergen, maka menggunakan Tes Perbandingan

3. Berikan contoh deret konvergen Y X, dan deret divergen Yy, sedemikian hingga Y (X, +Y,)

konvergen. Jelaskan.

0
4. (a) Tunjukkan bahwa deret »"cosn divergen

n=1

. % cosn
(b) Tunjukkan bahwa deret E —,— konvergen
n=1 n

5. Jika Zan dengan a, >0 konvergen, maka apakah Z,/anan+1 juga konvergen? Tunjukkan atau

beri contoh penyangkalnya jika tidak terbukti.
6. Jika deretZan, dengan a, >0 konvergen, dan jika b,

bahwa an divergen

7. Tunjukkan bahwa jikac > 0, maka deret berikut ini konvergen.

1
@ 2 n(inn)°
O o -

n(Inn)InInn)°
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